6. MODUL

Készitette: Vidra Gabor
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I. Az egyenes pontjai, abrazolasa

A koordinatak és a veliik kapcsolatos tevékenységek atszovik a mindennapjainkat még akkor
is, ha ezzel nem vagyunk tisztdban. Mobiltelefonok hasznalata, mitholdas helymeghatarozas,
abrak, képek, honlapok monitoron térténd megjelenitése, ado-vevd antenndk telepitése, csilla-
gok tanulmanyozasa, robottevékenységek tervezése: mind-mind olyan feladat, amikor sziik-
ség van a koordinatdkra mint a helymeghatarozas vagy a mozgasok leirasanak legalapvetobb
eszkozére. Ebben a modulban megismerjiik azokat a problémdékat a koordinadtageometriabol,
amelyeket egyenesekkel tudunk megoldani.

A koordinata-rendszert tartalmazé sikot koordinatasiknak nevezziik. Ha kiegészitjiik egy
origén athalado, mindkét koordinatatengelyre merdleges z tengellyel (szdmegyenessel), akkor
térbeli koordinata-rendszert kapunk. A koordinata-rendszer x tengelyét abszcisszatengelynek,
y tengelyét ordinatatengelynek nevezziik.

A koordinatasikon minden pontot egy rendezett (azaz nem felcserélhetd) valos szampar jelle-
mez. A szampar elsO tagjat abszcisszanak, masodik tagjat ordinatanak nevezziik. Ezek a

pont koordinatai.

Pont ( abszcissza; ordinata )

Mintapélda,
Dontsiik el, hogy a P(1; 0), az R(-3; —6) és az S(20; 40) pont eleme-e az e: y = 2x — 2 egye-
nesnek?
Megoldas:
Aki tud egyenest dbrazolni, az a P €s R pontrol valdsziniileg konnyen el
tudja donteni, hogy rajta van-e, vagy sem. Azonban a 40 mint koordina-

ta altaldban kiviil esik azon a tartomanyon, amit abrazolni szoktunk, |

ezért talalnunk kell egy masik modszert az eldontésre. /

Egy pont akkor eleme egy egyenesnek, ha a pont megfeleld

koordinatait az egyenes egyenletébe behelyettesitve,

az egyenes egyenlete igazza valik.

Masképpen fogalmazva egy pont akkor van rajta az egyenesen, ha a pont koordinatai kielégi-

tik az egyenes egyenletét.
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Az §(20; 40) pont koordinatait behelyettesitve az e egyenes egyenletébe: 40 =2 -20 — 2 4lli-
tast kapjuk, ami nem igaz. Az S pont koordinatai nem teszik igazz4 az egyenes egyenletét,
ezért S nem eleme e egyenesnek. Ezzel szemben a P(1; 0) pont esetében 0 =2 -1—2valdban

fennall, vagyis P € e. Hasonloan: R ¢ e, mert —6 #2-(~3)-2.

Az egyenesek grafikonjanak elkészitésekor az egyenes egyenletének y = mx+ b alakjat hasz-
naltuk altalanos iskolaban.

m jelenti a meredekséget, b pedig azt az értéket, ahol az egyenes metszi az y tengelyt.
A meredekség megmutatja, hogy ha az egyenes egyik pontjatol 1 egységgel x iranyba lépiink,
akkor y iranyba hany egységet kell Iépniink egy masik pont megjeloléséhez.

Példaul az y =2x—5egyenes esetén m=2,b=-5. v

Abrazolaskor az y tengelyen —5 értékhez bejeloljik az "
egyenes egy pontjat. Az egyenes egy masik pontjat -
kapjuk, ha 1-et jobbra, 2-t felfelé 1épiink a meredek- - !

ségnek megfelelden. Ekkor az (1; —3) pontba ériink.

Megjegyzés: A koordinata-rendszerben egy egyenest Ggy is abrazolhatunk, hogy meg-
hatarozzuk két tetszOleges pontjanak koordinatait, ezeket kijeldljiik és 6sszekotjiik.

Feladatok

= 1. Dontsd el, hogy eleme-e az e egyenesnek a P pont!
a) e:2x—y =6, P(5; 4); b) e:x+4y =10, P(-2; 3);
c) e:3y+2x-5=0, P(-1; 3); d) e:-3x=-y+6, P(3; 14).

77 2. Valaszd ki, hogy p mely értéke mellett illeszkedik az 4(4, —2) pont az e:3x+ py =20
egyenesre! a) 4; b)—0,5; c) 0,25; d)—4; e) 0.

77 3. Valaszd ki a megadottak koziil az e:3x—5y =4 egyenes y tengellyel alkotott metszés-

pontjat!
4 4 4 4
a) ——; b) —; )| 0;——1|; d|—;0]1; e) (3; 0).
) s )3 )( 5) )(3 j ) (3;0)
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=7 4. A P(4; 6) pont illeszkedik az y = mx + 3 egyenesre. Mennyi az egyenes meredeksége?

4 3 3
a)4; b) ——; c)-3; d) —; e) ——
) ) 3 ) )4 ) :

=7 5. Melyik értéknél metszi az e:3x—2y = p egyenes az y tengelyt, ha az egyenes atmegy az

R(6; 7) ponton?

a) 3; b) —2; c) %; d) —; e) 2.

= 6. Add meg az 5x+ y =12 egyenes tengelymetszeteit (vagyis azokat az értékeket, ame-

lyeknél az egyenes metszi a tengelyeket), és még 2-2 pontjat abrazolas nélkiil!
— 7. Hatarozd meg az 5x -2y =10 egyenes metszéspontjat az x tengellyel!

=7 8. Adott egy haromszdg harom cstcsa: A(-9; —4), B(3; 4) és C(11; —4). Olvasd le az

oldalegyeneseinek jellemz0 adatait, és ird fel azok az egyenleteit!

77 9. Adott egy haromszdg oldalegyeneseinek egyenlete: 2y +x+4=0; x=y-7; y+2x=4.
Abrazold koordinata-rendszerben a haromszoget, add meg csticspontjainak koordinatait,

¢s hatarozd meg a haromszog teriiletét!

T 10. Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek meredeksége —2, és
a) az y tengelyt az 4(0; 3) pontban metszi!
b) az x tengelyt a (4; 0) pontban metszi!

- 11. Hatdrozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek meredeksége 0,4, és at-

megy az (5; — 1) ponton!

=7 12. Adott egy haromszog harom csucsa: A(-5; 2), B(2; -3) és C(3; 1).
a) Lehet-e az e: x = y+1egyenes a haromszog egyik oldalegyenesének egyenlete?

b) Lehet-e az f : x =3yegyenes a haromszog egyik sulyvonalanak egyenlete?
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Il. Az egyenes egyenlete

Mintapélda,

Megadunk néhany pontot, amelyek egy-egy egyenesen vannak. Keressiink 0sszefiiggést a

pontok koordinatai kozott!

a) A(=2; 1), B(4; 3), C((10; 5); b) A(5;2), B(- 2; 2), C(11; 2);
c)A(—4;1),B(-4;2), C(—4;-5); d) A(0; 4), B(—3; 6), C(12; — 4).
Megoldas:
A harom pont egy egyenesen fekszik. Abrazolas utan leolvashatjuk az egyenesek egyen-
leteit: a) x=3y-5; b) y=2; c) x=—4; d) 2x+3y=12.

A koordinatageometridban a pontokat mindig koordinataikkal jellemezziik. Az alakzatoknak
végtelen sok pontja lehet (egyenesek, korok, paraboldk stb.), ezért nem lehet egy alakzatot
ugy megadni, hogy a pontjait felsoroljuk. Helyette megadjuk azt, hogy milyen szabaly érvé-

nyes az alakzat pontjainak koordinataira.

Példaul az e: x =3y — 5 Osszefliggés egy egyenest ad meg, és minden kétismeretlenes, elsdfo-

ka egyenlet (x és y ismeretlenekkel) megfeleltethetd egy egyenesnek a koordinatasikon. Ugy
is fogalmazhatunk, hogy
1. az egyenes minden pontjanak két koordinatdjara érvényes az egyenletében megadott
Osszefliggés (vagyis az e pontjainak x és y koordinatajara érvényes, hogy x=3y-5),
ugyanakkor
2. csak az egyenesen talalhatok olyan pontok a koordinatasikon, amelyeknek koordinatéira
érvényes az Osszefliggés (vagyis az Osszes pont, amelynek x ¢és y koordinatajara

3x—y=>5 fenndll, rajta van az e egyenesen).

Megjegyzés: Sok alakzat egyenlete az egyenes egyenleténél algebrailag bonyolultabb.
Az alabbi abra példakat mutat gérbékre és egyenleteikre:

! T W <

| - TRVY <1 VT

I ] sin(2-cos(x))
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Altalanossagban egy alakzat egyenletén olyan egyenletet értiink, amelyet

az alakzat pontjainak koordinatai, és csakis azok tesznek igazza.

Masképpen fogalmazva, egy alakzat egyenletét pontjainak koordinatai kielégitik, €s a pontjain

kiviil semmilyen mas pont koordinatai nem elégitik ki.

Ha az alakzat egyenlete y =4, akkor a pontjai (x; 4) alakuak,

ahol x végigfutja a valds szamok halmazat. Ez az alakzat egy x

tengellyel parhuzamos egyenes.

Egy alakzat egyenlete alkalmas arra is, hogy ha egy pontjanak megadjuk az egyik koordinata-
jat, akkor az egyenletbél meghatarozhatjuk a mésik koordinata értékét. Példaul ha a pont a

3x—y =5 egyenes egyik pontja, és a pont y koordinatija 1, akkor ezt behelyettesitve az
egyenletbe, megkapjuk a pont x koordinatajat: 3x—1=5 = x=2, vagyis aponta (2; 1).

Megjegyzés: A szamitogépek a gorbéket ugyanilyen elv alapjan taroljak és abrazol-
jak: részgorbékre bontjak, és a képpontok helyett a gorbék egyenleteinek megteleld
kifejezéseket, kiszamitott allanddkat taroljak.

Az egyenes iranyanak jellemzoi

Az egyenes iranyat jellemzo mennyiségek:

iranyvektor, v(v;; v,): olyan vektor, amely az egyenessel parhuzamos, és hossza nem nulla;
normalvektor, n(4; B): olyan vektor, amely az egyenesre merdleges, €s hossza nem nulla;

iranyszog, a.: az egyenesnek az x tengely pozitiv irdnyaval bezart szoge,

nagysaga —90° <o <90°;
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meredekség, m: példaul az y = mx + b alaka egyenes egyenletébdl hatarozhatjuk meg; azt
mutatja meg, hogy az x tengely pozitiv irdnyaba egységnyit 1épve mennyit

»emelkedik” vagy ,.siillyed” az egyenes.

e/

Az egyenes meredekségének két masik elnevezését is hasznaljuk: iranytényezo ¢és
iranytangens. A meredekség az egyenes iranyszdgének tangensével egyenlo:
m=1tga.

Megjegyzés: Nem minden egyenesnek van meredeksége. 90°-nak nincs tangense, ezért az
x = allando egyenletil, y tengellyel parhuzamos egyenesek esetén iranytényez6rél nem be-
szélhetlink.

Az egyenes egyenletei

Az egyenes egyenletének felirasdhoz sziikséglink van az egyenes egy pontjara, amit
Py(xo; yp)-lal jeloliink. Ezenkiviil vagy egy masik pont, vagy egy olyan adat, amelyik az egye-

nes iranyat jellemzi.

A v(v;; v2) iranyvektort, Py (xg; y9) ponton atmend egyenes egyenlete (roviden iranyvektoros

egyenlet): v, -(x—x,)=v, -(y -y, ), atalakitott formajiban v,x—v,y = v,x, —=v,y, .

Az n(4; B) normalvektoru, Py(xy; yp) ponton atmend egyenes egyenlete (roviden normalvekto-

ros egyenlet): Ax+ By = Ax, + By, .

Az m iranytangensii, Py(xp; o) ponton atmend egyenes egyenlete (rdviden irdnytényezds
egyenlet): y—y, =m(x—x,).

Ezt 4talakitva kapjuk a jol ismert y = mx + b alakot (b= y, —mx, ).
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Megjegyzések:

1. Ha Pl(x1 ;yl) és Pz(xz; yz) az egyenes két pontja, akkor

egy iranyvektor a pontok koordinataibol is meghatarozhato:

vV (vi; )=V (x—x1;502—y1)

I

2. Az egyenes egyenletei egymasbol levezethetdk. A meredek-

ség ¢€s az iranyvektor kozott talaljuk a kovetkezd kapcsolatot:

m=tgo=-2=22"0

Vi XX

, L . v
Ezt beirva az iranytényezGs egyenletbe: y—y, =—= (x - X, )
v

v;-el szorozva v, - (y -V ) =V, (x - X, ), vagyis az iranyvektoros egyenlet adodik.

3. A normalvektoros egyenlet is levezethetd az iranyvektoros egyenletbdl. Ehhez azt hasz-
naljuk fel, hogy a normalvektort +90°-kal vagy —90°-kal elforgatva az egyenes egy irany-
vektorat kapjuk: n(4; B) — v(B; —A4). v; helyébe B -t, v, helyébe (—A) -t helyettesitiink az

iranyvektoros egyenletbe, és atalakitjuk:
—A-(x—xo)zB-(y—yo) = Ax,+By,=Ax+By.

4. Az eddigi egyenleteken kiviil az egyenesnek tobb egyenlete is ismeretes. Az egye-
nes egyenletének altalanos alakja: Ax + By + C = 0, ahol 4, B és C allandok (4 és B

koziil legfeljebb az egyik lehet 0, azaz 4> + B* #0).

Térben ez kiegésziil az Ax + By + Cz + D=0 alakra (4> + B> +C*> #0).

Feladatok

77 13. Hatarozd meg a kdvetkezd egyenesek meredekségét, iranyszogét, valamely iranyvekto-

rat és normalvektorat!
a) b)

4 ¥

c)

_1'
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— 14. Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek iranyvektora v, és atmegy a meg-

18.

19.

adott ponton! a) v(3; 5), A(1; 3); b) v(-2; 7), B(0; -3);
c) v(0; 4), C(0; 0); d) v(-2; 2), D(-4; —6).

. frd fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek normalvektora n, és atmegy a

megadott ponton! a)n(-3; 5), A(3; 0); b) n(0; —2), C(0; 0);
c) n(5; 10), B(-2; 4); d) n(-3; 2), D(-3; -2).

. Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek meredeksége m, és atmegy a

megadott ponton! aym= %, A(4; -2); b) m =-1, B(-2; -2);

ym=-1,Cl-25  dm=0.D(2-2)

. Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek iranyszoge a, és dtmegy a meg-

adott ponton! a) a=45° A(-3;4); b) a=135° P(0;2);
c) a=60° C(5-1); d) a=141,3°, R(5; 6).

Hatarozd meg a kovetkez6 egyenesek iranyszogét, valamely iranyvektorat ¢s normal-
vektorat! a)e:2x—y=5; b) f:4y-T7=-2x; c) g:x+7=0;
d) h:y=3.

Az egyenes négy iranyjellemzo adatabol (a, m, v €s n) egyet megadtunk. Add meg a
tobbi jellemzd értékét! a) m= %; b) v( 3; -7);

c)n(5;3); d) o =66,04°.
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Mintapélda;
Adott A(—4; 1), B(4; 5) és C(4; —5). Irjuk fel az ABC haromszog néhany nevezetes vonalanak

egyenletét: az m, magassag, s, sulyvonal és k. kzépvonal egyenletét keressiik.

Megoldas:
Az egyenesek egyenletéhez olyan vektorokat keresiink, g B
amelyek parhuzamosak az adott egyenessel vagy merdlege- '

sek ra.

m, felirdsdhoz az AB vektort hasznaljuk, mert merdleges o\

mc-re, igy normalvektor:

n=AB(b, —a;;b,—a,)=AB(8; 4).

Ax+ By = Ax,+ By,
8x+4y=8-4-4-5/:4
m,:2x+y=3

c

| n(8;4)
|C(4;-5)

S, egyenes peirhuzamosﬂ5 vektorral. Az AF -t meghatarozzuk, ez a keresett sulyvonal
egyeneseének egyik iranyvektora. Az egyenes egyenletének meghatdrozasdhoz mindegy,

hogy az 4 vagy az F pont koordinatait helyettesitjliik be, ugyanazt az eredményt kapjuk.

A felezépont: F (%, bz%] =F (4; 0) )

AF(f, —a,; [, —a,)=AF(8; -1)

VoX =V Y =V X, =V )
—-x—8y=(-1)-4-8-0
s,:x+8y=4

a

v -1
| F(4,0)

k. kdzépvonallal parhuzamos az AB , €s a kozépvonal atmegy az F felezéponton. Mivel
Z?(S; 4), ezért a normalvektor: n(4; —8).

Ax + By = Ax, + By,
4x—8y=4-4+(-8)-0/:4
k.:x=2y=4

c

n(4; —8)
F(4;0)
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Feladatok

77 20. Készits vazlatot, majd ird fel az AB szakasz felezémerdlegesének egyenletét!
a) A(1;5), B(5; 1); b) A(-3;2), B(7; 4);
c)A(-3; 1), B(1; -T7); d) A(—gﬁ} B(?;lj.

= 24,

= 26.

21.

22,

23.

25.

27.

Adott egy haromszog harom csucsa: A(3; 5), B(0; — 4), C(— 4; 4). Lehet-e az

e:2y =x+7egyenes a haromszog egyik magassaga?

Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik a tengelyeket az 4 és B

pontokban metszi!
a) A(3; 0), B(0; 6); b) A(-4; 0), B(0; 2); ¢) A(-6; 0), B0, -5); d) 4(3; 0), B(0; -5).

Mekkora teriiletii haromszdget vag le a tengelyekbdl az az egyenes, amely az AB vek-
torral parhuzamos, és 4&tmegy a P ponton?

a) A(2; 5), B(4; 2), P(-3; -1); b) A(1; 4), B(-2; 2), P(4; 4).

Egy haromszog oldalfelezd pontjai P(—3; 0), O(0; —2) és R(2; 2). Hatarozd meg a ha-

romsz0g oldalait alkoté egyenesek egyenleteit!

Adott A(3; —4), B(-=5; —4) és C(0; 2). Ird fel az ABC haromszog legrévidebb oldalanak
¢s a hozza tartozo nevezetes vonalaknak (oldalfelezé merdleges, magassag, sulyvonal,

kozépvonal) az egyenleteit!
Bizonyitsd be, hogy A(-7; 0), B(—1; 2) és C(8; 5) egy egyenesbe esdé pontok!

Adottak az A(-5; 4), B(1; 0) és C( 11; —6) pontok. Bizonyitsd be, hogy ez a hdrom pont

nem esik egy egyenesbe!
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I1l. Egyenesek kolcsonos helyzete

Egyenesek metszéspontja

Két metszd egyenes metszéspontja mindkét egyenesre illeszkedik, ezért a metszéspont koor-

dinatai igazza teszik mindkét egyenes egyenletét.

Az egyenesek (és barmely két gorbe) metszéspontjat ugy hatarozzuk meg,

hogy megoldjuk az egyenleteikbdl allé egyenletrendszert.

P(l;2)ee =2=1+1

P(l;2)ef =>2=-21+4

Feladatok

77 28. Egy négyzet A csucsabol kiinduld két oldalanak egyenlete y =2x—4és 2y+x=22.

Valaszd ki az 4 cslcs az origotdl mért tavolsagat az alabbiak koziil!

a) 6; b) 7, c)8; d)9; e) 10.

T 29. Készits vazlatot, majd hatirozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik atha-
lad az e és f'egyenes metszéspontjan, és még egy adott P ponton!
a)e:x+y=1; f:y+5=2x P(—3; —1);
b)e:2y=x+1; f:2y+13=3x; P(-1-2);
c)e:2y=2x+17; f:4y+3x=6; P(—2; 1).

7 30. Adott a haromszog harom cstcsa: A(-5; 5), B(7; 1), C(-1; —7). Hatarozd meg a

C csucshoz tartozd magassag talppontjat!
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=7 31. Adott a haromszdg harom cstcsa: A(0; 6), B(—6; 2), C(4; —2). Hatarozd meg a kovetke-
z0 pontokat:
a) Az a oldalhoz tartoz6 magassag ¢s a b oldalhoz tartozé sulyvonal metszéspontja;
b) A ¢ oldalhoz tartoz6 magassag és a ¢ oldalhoz tartozo kozépvonal metszéspontja;

c¢) A haromszog magassagpontja;

Parhuzamos és merodleges egyenesek

Mintapélda,

Egy hdromszdg csucsai: 4(0; —3), B(8; 3), C(—4; 5).

a) rjuk fel a C csticesal szemkozti oldalegyenes (c), a ¢ oldalhoz tartozé magassag (m) és
oldalfelez6 merdleges (f), valamint a ¢ oldallal parhuzamos kdzépvonal (k) egyenletét!

b) Hatarozzuk meg c, k, m és f egyenesek valamely irdnyvektorat, valamely normalvektorat és
meredekségét!

c¢) Hasonlitsuk 6ssze az elobb kapott értékeket, és keressiink szabalyt: mikor parhuzamos

egymassal két egyenes, illetve mikor merdleges egymasra

két egyenes? \ < Kk~
Megoldas: ( \\ el T
90° N\ A
a) AB(b,—a,; b, —a,) = AB(8; 6)——>(6; —8) X
I \ :‘;
AC felezépontja: 4 *6 ; Rl (-2:1), \¢
2 2 \'\\m
AB felezépontja: @ +h ; ath ) (4;0),
2 2
e AVEABEO) o ayaymtn g VEABEO o s gy =10
A(0; —3) 21
m: n = AB(3; 6) = ci4x+3y=-9 [ n = AB(8; 6) = c:4x+3y=16
A(0; —3) (4; 0

b) A normalvektorokat leolvassuk az egyenesek Ax+ By = Ax, + By, alaku egyenleté-

bol: n.3;-4); m3;-4);  n,4;3); ng(4; 3).
A normalvektort 90°-kal elforgatva kapunk iranyvektorokat:
Ve(4; 3); Vi(4; 3); V(3 =4, v(3;-4).
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A meredekségeket leolvashatjuk, ha az egyenesek egyenleteit y = mx + b alakura at-

alakitjuk, de hasznalhatjuk az m = n Osszefliggést is:

Egymassal parhuzamos egyenesek esetén az iranyvektorai, illetve a normal-

vektorai is parhuzamosak (egymas skalarszorosai).

Irdnyvektora azonban végtelen sok lehet egy egyenesnek, ezért célszerli az irdnytényezok
kozott is 0sszefliggést megfogalmazni (marmint ha van az egyenesnek irdnytényezdje). Ter-
mészetesen a parhuzamos egyenesek iranyszoge megegyezik, mig a merdleges egyenesek

iranyszogének kiilonbsége 90°.

/ Két egyenes akkor és csak akkor parhuzamos, ha iranytényezdjuk
megegyezik: el fom,=m,

Két egyenes akkor és csak akkor meréleges egymasra, ha iranytényezgéjuk

egymas negativ reciproka: elfeom =-——

A fenti feltételrendszer csak iranytényezdvel rendelkezd egyenesekre érvényes. (A merdleges

esetben egyik iranytényez6 sem nulla.)

Feladatok

PAN . 4
32. Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik merdleges az f : y = 7x +4

egyenesre, €s atmegy a P(3; 6) ponton!

=7 33. Hatdrozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik parhuzamos az

f:4y+x=12, egyenessel, és atmegy a P(-5; 2) ponton!
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=7 34. Az e egyenes egyenlete: 4y = px—5.
a) Igaz-e, hogy p =3 esetén e parhuzamos az 1 :3y+1=4x egyenessel?

b) p milyen értéke mellett lesz e merdleges az f:3y+ 2 =12x egyenesre?

=7 35. Az alabbi egyenesek koziil melyik merSleges az y +2x = 5 egyenesre?

e:y=2x+2; f:y=%x+3; g:y:—%x—l; h:y=-2x; ity=x-2.

=7 36. Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik athalad e:3y = x+10¢és

f:2y+x =5 egyenesek metszéspontjan, és parhuzamos a g:3y =2x+2 egyenessel!

77 37. Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik athalad e:2y+3x=1¢s

f:2y+3=x egyenesek metszéspontjan, és merdleges a g:3y+2x =25 egyenesre!

Mintapélda;

. 3
Hatéarozzuk meg a kovetkezo két egyenes hajlasszogét: e: y =2x—-7¢és f:y = —Zx +6.

Megoldas: A feladat megoldasadhoz célszerl felrajzolni az egyenese- ¥
ket, és az abran megvizsgalni a hajlasszogiiket, amelyek nagysa-

ga az irdnytangensekbdl szdmithato: tga, =2 = a, = 63,43°¢és

tga:‘—%‘ = o, #36,87°.

A két szog Osszege adja a hajlasszoget: a, + o, =100,3°. Mivel

ez 90°-nal nagyobb, ezért a megoldas 180°—-100,3° =79,7°.
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Mintapéldag

3 3
Hatéarozzuk meg a kovetkez6 két egyenes tavolsagat: e: y = Ex —4ésfy= Ex +3.

1. megoldas:

Eszrevehetjiik, hogy a két egyenesnek egyenlé az iranytényezdje, ezért parhuzamosak.

Az fegyenes egyik tetszOleges pontjat (P) kivalasztva, ezen at merdlegest allitunk az e

egyenesre (g), és meghatarozzuk e €s g metszéspontjat (R). Végiil kiszamitjuk a PR ta-

volsagot (d).
P(2; 6) 5
g: 2 = y-6=-"(x-2) = g:2x+3y=22
m=-—— 3 P~ e
3 I N
e:3x+2y=-8 68 50 BN
R=eng = = Rl ——. »
g:2x+3y=22 1313 '
d=PR=A(p =] +(p-nf = PR=[0<39.
2. megoldas:
Tekintsiik az abran lathatdo 4ABC derékszogl haromszoget, melynek o
szOge az egyenesek iranyszogével egyenld:
3 o . \\“\ f’
m = tg(x. =— = o~ 56,3 . U'_/‘ ‘ [3

Az AB tavolsag meghatarozasahoz tudjuk, hogy AC = 7 egység, és az

ABC haromszogbdl szogfiiggvénnyel kiszamitjuk a keresett tavolsa-

got: d:Z‘-cosazB,Q

Megjegyzés: Mindkét megoldasi mdédszernek van elonye €s hatranya. Az els6 megoldas
tobb szamolassal (és ezzel egyiitt tobb hibazasi lehetdséggel is) jar, viszont pontos irra-
cionalis értéket kapunk. A masodik esetben rovidebb, egyszeriibb a szamités, de a kere-
kitések (és a lehetséges kerekitési hibak) miatt eléfordulhat, hogy az el6zénél kevésbé

pontos megoldast kapunk.
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Feladatok

— 38. Hatarozd meg az origd €s az adott egyenesek tavolsagat, ha

- 39.

40.

a)3y+12=x; b) y=4x+10; c) Sx+8y=16; d) 3x=8y+13.

Hatarozd meg a P pont és az e egyenes tavolsagat, ha

a)P(—4;4), e:x=3; b)P(4;7),e:y=x+2; c)P(4;-1), e:2x+3y=16.

Hatdrozd meg e és f egyenesek hajlasszogét! a) e:2y=x+7, f:2y+3x=-5;
b) e:3y=2x+21, és az fegyenes athalad a P(0; —4) és R(-2; 2) pontokon.

41. Hatarozd meg e és fegyenesek tavolsagat, ha a) e:y=3x-5; f:y=3x+3;

b) e:5y+4=2x; f:2x+7=5y; c)e:d4x+3y=2; f:4x+3y=12.

42. Egy négyzet A csucsabdl kiindulod két oldalanak egyenlete 3y —x=15¢és y=-3x-15.

Vélaszd ki az A csucs az origotol mért tavolsagat az alabbiak koziil!

a) 6; b) 95 ; ©)8; d) /45 ; e)10 .

43. Egy négyzet két oldalegyenesének egyenlete: 3x+5y =10 és 3x+5y =—15. Hatarozd

44.

45.

meg a négyzet teriiletét!

Egy szabalyos hatszog két oldalegyenesének egyenlete: 4y =x+18 és 4y =x—12.

Hatarozd meg a hatszog tertiletét!

Egy repiil6 a megfigyeld radar képernydjén az e:4y+3x=-7 egyenletii egyenesen

halad. Mellette mindkét oldalon, téle 4 egység tavolsagban két masik repiilé nyomvo-

nala lathat6. Hatdrozd meg a masik két repiild utjanak egyenletét!
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IV. Vegyes feladatok

77 46. Adott az egyenl8szaru haromszog alapjanak két végpontja: A(—1; —1) és B(-5; 5), a
harmadik (C) csucs az e: y+3=3x egyenesre illeszkedik. Hatdrozd meg C koordina-
tait!

=7 47. Adott egy haromszog két csucsa: A(—5; —3) és B(9; —6), valamint a sulypontja S(2; —1).

a) Hatarozd meg a hianyzo6 C csucsot!

b) Hatarozd meg a haromszog oldalegyeneseit!

48. A P pontot tiikroztiik az e egyenesre. Hatarozd meg a tiikorkép (P ) koordinatait!
a) e:2y+4x=-9,P(-4;-3);  b) e:y+6=3x, P(6; -3).

49. Egy tlizolto helikopter repiil a B(8; 6) bazisrdl a 7(—4; 2) tlizesethez, mikozben vizet
vesz fel az y = —1egyenletii folyobol.
Hatarozd meg a folyonak azt a pontjat, amelyet a lehetd legrovidebb Ut megtétele koz-

ben érintenie kell!

50. Egy biliardasztal egyik sarkahoz régzitett koordina-
ta-rendszerben a piros golyo az A(4; 4) pontban, a

kék golyo a B(16; 10) pontban all. A pirossal a falat

(x tengelyt) érintve kell eltalalni a kék golyot.
a) Milyen egyenletii egyenes mentén kell elinditani
a piros golyot?

b) A faltol szamitva milyen szogben inditsuk a piros goly6t?

51. Egy bilidrdasztal egyik sarkahoz rogzitett koordinata-rendszerben a piros golyd az
A(2; 10) pontban, a kék goly6 a B(16; 4) pontban all. A pirossal mindkét falat (y, majd
x tengelyt) érintve kell eltalalni a kék golyot.
a) Milyen egyenletii egyenes mentén kell elinditani a piros golyot?

b) Milyen szdgben inditsuk a piros golyot?

=7 52. Egy haromszog két csticsanak koordinatai A(—5; —5) és B(1; 6), és a harmadik csucsnal

levé szoget az y =2 egyenes felezi. Hatdrozd meg a harmadik csucs koordinatait!
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=7 53. Adott az A(-5; 3) és B(7; 6) pont. Hatarozd meg az x tengelynek azt a P pontjat,
amelyre az APB torott vonal hossza a lehetd legrovidebb!
T 54. Allitsunk az e:2y =x+4 egyenesre merSlegest a 4 abszcisszaju pontjaban. Ennek az

egyenesnek melyik lesz az a pontja, amelynek az ordinataja kétszer akkora, mint az

abszcisszaja?

77 55. Egy négyzet atlojanak egyenese e:5y = x +1, egyik csucsa A(3; —7). Hatarozd meg a

négyzet tobbi csticsat!

77 56. Az A(3; 6) pont és e: x+2y = 5egyenesre tikkrozott képe (C) egy négyzet szemkozti

cstcsait adjak. Hatarozd meg a hidnyz6 csucsok koordinatait!

i) 57. A(-2; 6) a négyzet egyik cstcsa, e:18x—4y =25 az egyik kdzépvonala. Hatarozd

meg a hianyzo csucsokat!

=7 58. Egy haromszog egyik csticsa A(—6; 0), masik két csucson 4tmend magassagvonal
egyenlete m, :9x+5y =-24¢és m, :5x -3y =0. Hatdrozd meg a haromszdg hidnyzo

csucsainak koordinatait!

T 59. A g:2y+x=6 egyenesnek melyik pontja van egyenld tavolsdgra az e:2y =x+10 és

f 12y =x—6parhuzamos egyenesektol?

aN

60. Adott a haromszog B(—6; 6) csucsa, valamint az a oldalhoz tartoz6 sulyvonaldnak és
magassagvonalanak egyenlete: s, :9x -8y +26=0, m, :5y =4x+26. Hatdrozd meg a

hidnyz6 csucsok koordinatait!

=7 61. Egy koordinata-rendszerben adottak az A(=8,0), B(0,-3), C(8,0), D(0,3) pontok. Igaz-

e, hogy ez a négy pont egy rombuszt hataroz meg? A valaszt indokold!
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Kislexikon

Abszcisszatengely: a koordinata-rendszer x tengelye.

Ordinatatengely: a koordinata-rendszer y tengelye.

Alakzat egyenlete: olyan egyenlet, amelyet az alakzat pontjainak koordinatai, és csakis azok
tesznek igazza. Masképpen fogalmazva egy alakzat egyenletét pontjainak koordinatai kielégi-

tik, €s pontjain kiviil semmilyen més pont koordinatai nem elégitik ki.

Meredekség: megmutatja, hogy ha az egyenes egyik pontjatdl 1 egységgel x irdnyba lépiink,
akkor y iranyba hany egységet kell Iépniink egy masik pont megjeloléséhez.

Az egyenes iranyat jellemzo mennyiségek:

iranyvektor, v(v;; v;): olyan vektor, amely az egyenessel parhuzamos, és hossza nem nulla;
normalvektor, n(4; B): olyan vektor, amely az egyenesre merdleges, és hossza nem nulla;
iranyszog, a: az egyenes x tengely pozitiv irdnyaval bezart szoge, nagysaga 0° <o <180°;
meredekség, m: példaul az y = mx + b alaka egyenes egyenletébdl hatarozhatjuk meg; azt
mutatja meg, hogy az x tengely pozitiv irdnydba egységnyit [épve mennyit ,.,emelkedik” vagy
,»sillyed” az egyenes.
iranytényezd, iranytangens: az egyenes meredekségének két masik neve. A meredekség az
egyenes irdnyszogének tangensével egyenlo:
m=1tga.
Megjegyzés: Nem minden egyenesnek van meredeksége. 90°-nak nincs tangense, ezért az
x = dllando egyenletii, y tengellyel parhuzamos egyenesek esetén az iranytényezoérdl nem

beszélhetiink.
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Az egyenes egyenletei a sikbeli koordinata-rendszerben:

y=mx + b alak: az egyenesek grafikonjanak abrazolasakor is hasznaljuk.

m jelenti a meredekséget, b pedig azt az értéket, ahol az egyenes metszi az y tengelyt.

iranyvektoros egyenlet: a v(v;; v;) irdnyvektoru, Py(xp; y9) ponton atmend egyenes egyenle-

te: v, -(x—x,)=v-(y—y,), masik formajiban v,x—v,y = v,x, —=v,,

normalvektoros egyenlet: az n(4; B) normalvektor, Py(xp; yp) ponton atmend egyenes

egyenlete: Ax+ By = Ax,+ By, ;

iranytényezos egyenlet: Az m iranytangensli, Py(xy; y9) ponton atmend egyenes egyenlete:

Y=Yy =m(x—x,);

altalanos alak: Ax+ By+C =0, ahol 4°+B*> #0.

Egyenesek parhuzamossaganak feltétele:

ellf<m,=m, (m,#0,m, #0).

Egyenesek merolegességének feltétele:

1
elfeom=-— (m#0,m, #0).
my '

Egyenesek metszéspontjanak meghatarozasa: megoldjuk az egyenleteikbdl allo egyenlet-

rendszert.






Készitette: Vidra Gabor
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I. A kor egyenlete

Mintapélda,

Jeldlje k a C(3; — 5) kdzéppontu, 10 egység sugaru kort.

a) Abrazoljuk a kort koordinata-rendszerben!

b) Dontsiik el a P(—7,—5), O(15; -5), R(9; 3) és S(3; —13) pontokrdl, hogy illeszkednek-e .-

ra!

Megoldas: Az esetek tobbségében az abrardl nem olvashato le pontosan az illeszkedés, ezért
ellenérzésnek hasznaljuk a Pitagorasz-tételt! Gondoljuk végig, mi annak a feltétele,
hogy a pont a koron legyen! (Példaul 8; 6 és 10 pitagoraszi szamharmast alkotnak.) P és

R illeszkednek, S és Q nem illeszkedik a korre.

c) Keressiink tovabbi pontokat, amelyek illeszkednek & korre!
d) Hatarozzuk meg, hogy a kor hol metszi a tengelyeket!
Megoldas:

A négyzetracs adta lehetoségeket ki-

hasznalva, a Pitagorasz-tétel segitségével \

hatarozzuk meg a tengelymetszetekhez / I "-_\I()

tartozo tavolsagokat. Példaul az abran
pirossal jelolt derékszoglh haromszdgben

a nagyobb befogd hossza: 2 i 3 (

V102 =32 =4/91~9,5.
fgy az y tengellyel alkotott metszéspon-

tok: .
K(0, 4,5)és M(0; —14.,5). o

Hasonldan, a masik jelolt derékszogli haromszogben az x tengelyen taldlhaté befogo

hossza:

V10> =52 =4/75 ~8.7.

Az x tengellyel alkotott metszéspontok:

N(11,7; 0) és L(-5,7; 0).
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e) A kor egy pontjanak abszcisszaja (x koordinatdja) —1. Hatdrozzuk meg a pont hidnyz6 ordi-

natajat (y koordinata)!

Megoldas: ] ‘rT
.

A tengelymetszetek esetében alkalmazott

modszert hasznaljuk: a négyzetracson |\

megkeressiik a megfelelé derékszogli ha- “r!

romszoget.

d=+10"—4> =84 ~97. B @

Két pontot talaltunk.
F(-1; 4,2) és G(-1; —14,2).

Mintapélda,

a) Jelolje g az x> + y° = 25 egyenletii gorbét. Keressiink olyan pontokat, amelyek illeszkednek

a gorbére, és abrazoljuk a megtalalt pontokat koordinata-rendszerben!
Megoldas:
A 3; 4; 5 pitagoraszi szamharmas (azaz igaz ra, hogy
3 +4% =5%). Ennck ismeretében az egész koordinataju

pontokat konnyli megtalélni: (0; 5), (3; 4), (4; 3), (5; 0). A

- i

szimmetria miatt ezen pontok tiikorképei a tengelyekre és
az origora szintén a gorbe pontjai, pl. (—3; 4) vagy (-3; —4).
Nem egész koordinatdju pontok a gorbén példaul

(2 —21), (-3,5; 412,75 ) stb.

A pontok egy koron helyezkednek el.

=y
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b) Jeldlje k az (x+ 2)2 + (y —3)2 =25egyenletli gorbét. Keressiink olyan egész koordinatajua
pontokat, amelyek illeszkednek a gdrbére, és abrazoljuk a megtalalt pontokat koordinata-
rendszerben!

ye

Megoldds: i

Az a) feladathoz hasonldan jarunk el. _ '.

A pontok most is egy koron helyezkednek el. ‘. }

Az egész koordindtiji pontok: (3; 3), (2; 6), (1; 7). (-2:8), | | "

(=55 7), (= 6; 6), (75 3), (= 6; 0), (=5; 1), (-2; -2), (1; 1), . =
0:0) 5 i i 18

=y

A 2. mintapéldaban kapott ponthalmazok kérdk, amelyeknek egyenletei: x* + y* =25, illetve
(x + 2)2 + (y - 3)2 =25. Az 1. mintapéldaban taldlhat6 kor kozéppontja C(3; —5), sugara
10 egység, és a kor pontjainak koordinatdira érvényes az (x—3)2 + (x+ 5)2 =100 osszefligges.

Ezek az egyenletek a korvonal minden pontjanak koordinataira érvényesek, és a kdrvonalra

nem illeszkedd pontok koordinatai nem teszik igazza az egyenleteket.

A C(u; v) kdzéppontu, r sugaru kor egyenlete:

(r—u) +(y=v) =r?

Mintapélda;
[rjuk fel az A(—6; 4) és B(2; —2) végponti AB szakasz Thalész-korének egyenletét!
Megoldas:

A koregyenlethez a kozéppont koordinataira és a sugarra van sziikség.

o A kozéppont az AB szakasz felez6pontja: F [ 4 ;rbl ; > ;Lbz j = F(-2;1).

e A sugar az AB szakasz hosszéanak a fele, és

AB=+l(a, b,V +(a, —b, ' =~64+36 =10.

Az (x—u) +(y—v)’ =r’ koregyenletbe behelyettesitve az u=-2;v=1¢s r=5értéke-

ket: [x—(=2)]*+(y—1)’ =25, ahonnan a megoldas: (x+2) +(y—1) =25.
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Feladatok

— 1. ird fel az AB szakasz Thalész-korének egyenletét, ha a szakasz végpontjai:
a) A(=6; 0), B(0; 0); b) A(2; -6), B(—4; 6); c) A(6; 4), B(-4; 1).

— 2. Egy radidadoé helye a koordinata-rendszerben a P(5; —4) pont, és az adas 13 egység su-

garl korben foghatd. Dontsd el az alabbi pontokrol abrazolds nélkiil, hogy azokban
foghat6-e a radidadas?

A(=8; —4), B(0; 7), C(~10; 0), D(10; 8), E(16; 2), F(16; ~2), G(-2; —16).

— 3. frd fel annak a kornek az egyenletét, amelyik az (x+2)° +(y—4)’ =20 korrel koncent-
rikus, €s a) kétszer akkora sugaru; b) athalad az A(3; — 5) ponton!

— 4. rd fel az abran lathato négyzetekbe, illetve koréjiik irhaté korok egyenleteit!

a) b) C)
Y4 VA

Vv

=7 5. Egy négyzet harom oldalegyenesének egyenlete: y=-5; y=7; x=3.
a) ird fel a négyzet csucsainak koordinétait!
b) ird fel a négyzetbe irhat6 kor egyenletét!
¢) Ird fel a négyzet koré irhat6 kor egyenletét!

6. ird fel annak a kornek az egyenletét, amelynek kozéppontja a C pont, és érinti az e egye-

nest! - Q) C(O;O),e:y=—6; = Db) C(—1;2),e:x=3;

To) C(3;-2) e:4x—3y=-7; T d) C(6; -4), e:3x—4y =—16.

=v
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A kor egyenletének kiilonb6zo alakjai

A kor egyenletét az el6zoektdl eltérd algebrai alakban is felirhatjuk. Példaul az
(x—2)2 + (y+ 5)2 =9 kor egyenlete felirhatdo a négyzetre emelés elvégzése és rendezés utan

az x> +y° —4x+10y+20 =0 alakban is. Az egyenlet az algebrai 4talakitisok utan is ugyan-

annak a kornek az egyenlete. Példaul:
2 2 1 2 1 2
3x“+3y" —12x+30y+60=0 EX +Ey —-2x+5y+10=0
Szokas az ilyen médon megadott koregyenletet a kor altalanos egyenletének nevezni.

Mintapélda,

Parositsuk 0ssze az ugyanazt a kort leird koregyenleteket!

A (x+4) +y2 =25 1. 9x* +9y”> +30x+36y—-47=0
1 2
B. xu(y_gj =1 2. 2x% +2y* =32x-20y-22=0
5 ? 2 2 2
D. (x—8) +(y—5) =100 4. x> +y* +8x-9=0
Megoldas:

Elvégezziik a hatvanyozast és megvizsgaljuk, kell-e az eredményként kapott kifejezést
tovabb alakitani, hogy megegyezzen a jobb oldali oszlop valamelyik kifejezésével.

/=25
(r+4f +y?=25 = x’+8x+16+y' =25 = X4y +8x-9=0;

1’ 11 3
Al y-—=| =1 = X*+y"-2-—y+—=1 = x*+y'-y-=-=0 /-4
y ) y > y 4 y -y 4

4x* +4y° —4y-3=0;
2
(ng +(y+2f =12 = x2+2-§-x+§+y2+4y+4:12 /=12

x2+y2+%x+4y—g:0 /-9

9x*> +9y*> +30x+36y—47=0;
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(x=8) +(y=5 =100 = x*—16x+64+y*—-10y+25=100 /-100
¥’ +y*—16x—-10y-11=0 /-2
2x% +2y* =32x—20y-22=0.

fgy az egymasnak megfeleld parok: A—4; B—3;C—1; D —2.

Eszrevehetjiik, hogy a kor egyenlete kétismeretlenes, masodfoku egyenlet, de nem minden
kétismeretlenes masodfokl egyenlet kor egyenlete. Tudnunk kell eldonteni egy masodfoku,
kétismeretlenes egyenletrdl, hogy az koregyenlet-e vagy sem, és a koregyenletbdl tudnunk
kell meghatarozni a kor kozéppontjat €s sugarat.

A kor egyenletének altalanos alakja: Ax”> + Ay> + Bx+Cy+D =0, ahol 4#0. Vegyiik ész-
re, hogy ebben az egyenletben az x* és ) tag egyiitthatdja egyenld, és nincs benne xy-os tag.

Csak az ilyen alaku egyenlet Iehet kor egyenlete!

Mintapélda;

Hatarozzuk meg a kovetkez6 korok kdzéppontjat és sugarat!

a) x>+ > +10x—6y—15=0; b) 2x* +2y° —2x-2y-1=0;
¢) x>+  +4x+2y+21=0; d) x> =7x+y*+2y+1325=0.
Megoldas:

Az egyenlet bal oldalan teljes négyzetet tartalmazo kifejezéseket alakitunk ki.
a) x> + > +10x — 6y —15 kifejezésben x* +10x az (x + 5)2 kifejezésben talalhato, hiszen
(x+5)" = x> +10x + 25 . Hasonléan: y* —6y az (y —3) kifejezés része:
(y - 3)2 =y° -6y +9. Ennek megfeleléen az egyenlet bal oldalat atalakitjuk:
4y +10x-6y-15=0 = (x+5)-25+(y-3)-9-15=0 /+49
Atrendezve: (x+5) +(y-3) =49
A kor egyenlete: (x—u)f +(y—v) =r
Ezeket dsszehasonlitva u =—5, v=3 és r> =49 adddik, ahonnan a kor kdzéppontja

C(- 5; 3), sugara 7 egység.
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b) A teljes négyzetté kiegészités elstt az egyenletet 2-vel osztjuk, hogy az x* és az y* kife-

jezések egyiitthatoja 1 legyen. Elvégezziik a teljes négyzetté alakitast:

IRYPDETIINS B SR ( B N U G O W N O
Y Y7y ) T4V T TaT

X — 1 2 + L 2 =1
2) U2
, . . 11 , .
A koregyenlettel ezt 6sszevetve, a kozéppont: C E; 5 ) a sugar 1 egység.

c) Elvégezziik a teljes négyzetté kiegészitéseket:
Ay +ax+2y+21=0 = (x+2f —4+(y+1)] -1+21=0
(x+2) +(y+1) =-16
—16 nem lehet egy valds szdm négyzete (igy a sugaré sem), ezért az egyenlet nem kor-

egyenlet. (Egy ,,Ures alakzat™ egyenlete.)

d) Atalakités utan x> —7x+y? +2y+13,25=(x—3,5) =3,57 +(y+1)’ =1+13,25=
=(x=3,5) +(y+1) =1325+13,25=(x-3,5)° +(y +1)’, vagyis(x—3,5)" + (v +1)* =0.
Ez azt jelenti, hogy a ,,kor” sugara nulla: csak a (3,5; —1) koordinataju pont elégiti ki az

egyenletet.

Mintapélda,
Valasszuk ki az alabbi egyenletekbdl a koregyenleteket!

a) x’+)° —10x+19=0; b) 8x% +8y” —4x+12y+9=0;
¢) x’ =y’ —2x+2y+2=0; d) 2x* +2y* +24x+32y =0.
Megoldas:

2 2
a) (x — 5)2 +y* =6, koregyenlet; b) (x —%) + ( v+ %) = —% , nem koregyenlet;

¢) nem koregyenlet; d) (x + 6)2 + (y + 8)2 =100, koregyenlet.
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Feladatok

— 7. Melyik koregyenlethez melyik kozéppont tartozik?

A. (x=6) +(y+2) =10; B. x>+’ +5x—5y+0,5=0;
C. x> +)y*+6x-2y+2=0; D. x*+y*=7x-3y=0;
7 3
1. (-2,5;2,5); 2. (=3 1); 3. (6; -2); 4.1 = = 1.
22
— 8. Melyik pont nem lesz egyik kornek sem a kozéppontja?
A x*+y*—16x-10y—-11=0; B. x> +y°+3y-10=0;
C.x*+y" =2x+2y+2=0; D. 9x* +9y> —6x—1=0;

1. (0; —1,5); 2. G;oj; 3. (8 5); 4. (2; -2).
= 9. Hatarozd meg a kovetkez6 egyenletekkel megadott korok kozéppontjat, sugarat!
a) x°+)°—24x-6y+89=0; b) x* + 3y +25x+5y+3,8125=0;

) 4x* +4y* +8x-8y—1=0; d) 3x* +4x+3y* -8y =0.

— 10. Abrazold a koordinata-rendszerben a kovetkezd egyenletekkel megadott koroket!
a) x°+y° —4x+3y=0; b) x> +1° +8x—10y+5=0

¢) 25x% +25y° +20x+160y+196 =0; d) 20x> +20)> —220x—140y—595=0.

=7 11. A k kor két pontja A(2; - l)és B(6; 7), ¢s kozéppontja illeszkedik a 2y = x+6 egye-
nesre. Valaszd ki, hogy a kovetkezd egyenletek koziil melyik lehet £ egyenlete!
A x*+y"—2x-2y-6=0; B. x’+ )" +4x-8y-6=0;

C.x*+y" —4x-8y-5=0; D. 2x* +2y* -8x+16y+5=0.

— 12. ird fel annak a kornek az egyenletét, amelynek érintdje az y = 4 egyenes, azon az érin-

tési pont aP(S; 4)pont, ¢s a sugara 7 egység. Az egyenletet 0sszeg alakban add meg!
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T 13. ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely felezi a x* + > +10x+14y+14=0

egyenletl kor tertiletét, és illeszkedik az A(2; 5) pontra!

T 14. Az ABC haromszdg atfogojanak két végpontja: 4 és B. A harmadik csucsrol tudjuk,
hogy valamelyik koordinatatengelyre illeszkedik. Hatdrozd meg a haromszog harma-
dik csucsat! (Ugyelj a megoldasok szdmara is!)

a) A(-7;-7), B(1;-1);  b) 4(-2:6), B(14; -6);

¢) A(-5;2), B(-5;-6);  d) 4(2;-6), B(6;2).
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Il. A kor és az egyenes

A kor és az egyenes kolcsonos helyzete

‘ A kor és az egyenes kolcsonds helyzetei \
@ bi \

metszé érinto nincs kozos pont

Az egyenesek metszéspontjat a koordinata-rendszerben gy hataroztuk meg, hogy megoldot-
tuk az egyenleteikbdl allo egyenletrendszert. Akkor emlitettiik, hogy ez a modszer altaldnos
esetben, barmely két alakzat metszéspontjanak kiszdmitasdhoz, igy kor és egyenes esetében is

hasznalhato.

Egy kor és egy egyenes metszéspontjat ugy hatarozzuk meg, hogy megoldjuk az egyenleteik-

bdl 4ll6 egyenletrendszert.

Természetesen ennek a masodfoku, kétismeretlenes egyenletrendszernek nincs mindig meg-
oldasa. A megoldas soran az is kideriil, hogy milyen a kor és az egyenes kdlcsonds helyzete.
Ha az egyenletrendszernek nincs megoldéasa, akkor az egyenesnek és a kornek nincs kozos

pontja, egy megoldas esetén érintd, két megoldas esetén metszd az egyenes.

Mintapélda;,
Hatarozzuk meg az (x—2)2 +(y+5)2 =20¢s az y+2x=-5 egyenes kozds pontjainak sza-
mat!
Megoldas:
Megoldjuk a két egyenletbdl allo6 egyenletrendszert, pl. behelyettesitdé modszerrel. Az
egyenes egyenletébdl y=-2x-5, igy a (— 2x—5)kifejezést v helyére a koregyenletbe

behelyettesitjiik:
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(x—2f +[(~2x-5)+5] =20 = (x—2)" +(-2x)’ =20, a négyzetre emelések utin:
x'—4x+4+4x° =20 = 5x> —4x—16=0 masodfokl egyenlet adodik.

A metszéspontok szama attdl fligg, hogy ennek a masodfokt egyenletnek hany megol-

désa van. A megoldasok szamat a diszkriminans donti el: D =(-4) —4-5-(-16)=336.

Mivel a diszkriminans pozitiv, az egyenletnek két megoldasa van, vagyis az egyenes

(két pontban) metszi a kort.

Mintapéldag
Az (x - 1)2 + (y + 2)2 =25 egyenletli kdrnek mely pontjai vannak egyenld tavolsagra az

A(8;2) és a B(10; —4)pontoktol?

Megoldas:
A keresett pontok az AB szakasz felezOmerdlegesé- :
| \ X
nek és a kornek a metszéspontjai. A szakasz felezo- ( X,..//'*\’r
_,_-"f/. 1? '\\

pontja F(9; 1), f normélvektora az AB(2;-6). A bl Ll " \

felezomerdleges egyenes egyenlete: f:y= %x—4.

A kor €s fmetszéspontjanak kiszamitasahoz az f egyenletébdl és a kor egyenletébdl allo
egyenletrendszert kell megoldani. Célszer(i az egyenes egyenletébdl x-et kifejezni, mert
igy egész egyiitthatokkal szamolhatunk : /' :3y=x-12 = x=3y+12.
Ezt beirjuk a kor egyenletébe:
By+12-1F +(y+2) =25 = (By+11) +(y+2) =25. Négyzetre emelés és rende-
z¢s kovetkezik, majd megoldjuk a kapott masodfokt egyenletet:
9y° +66y+121+y° +4y+4-25=0 = 10y’ +70y+100=0 /:10

Y +7y+10=0

_ =7+t449-4-1-10 743

Vis 5 = 5 = y,=-5;y, =-2. Két metszéspontot kaptunk.

Mindkett6hoz kiszdmitjuk a hidnyzo abszcisszat: x; =3- (— 5)+12=-3, illetve

x,=3- (— 2)+ 12 =6. A keresett pontok: (—3; —5) és (6; —2).
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Feladatok

T 15. Hatarozd meg a kor és egyenes kdlcsonds helyzetét az alabbi feladatokban! Ha az egye-
nes metsz0 vagy érintd, akkor hatdrozd meg az érintési, illetve a metszéspontokat is!
a) (x—4)2 +(y+2)2 =25¢ y=x+2;
b) (x=3) +(y+5) =100és x=-7;
¢) X*+y° +6x+4y—12=046s y=x—4;

d) (x=6) +(y+9) =169 és 2x+3y=11.

T 16. Egy kor athalad az (1; 2) ponton, és egyik érintdjének egyenlete az e:y=10.

Az e egyenes —3 abszcisszaju pontja az érintési pont. {rd fel a kor altalanos egyenletét

(az egyenlet nem tartalmaz teljes négyzetet)!

ft 17. Egy kor athalad a (6; — 11) ponton, és egyik érintdjének egyenlete e:3x+4y =24.

Az e egyenes 3 ordinataju pontja az érintési pont. ird fel a kor 4ltalanos egyenletét!

18. Egy egyenlOszart haromszog alapjanak két csticsa A4 €s B, az alaphoz tartoz6 magassag-

vonal hossza m egység. Hatarozd meg a haromszog harmadik csticsdnak koordinatait!

a) A(1;3), B(-3;-3), m=~/52; b) A(-3;5), B3;-1), m=22.

19. Egy rombusz egyik atlojanak végpontjai: 4 és C. A masik atlo hossza d egység. Hata-

rozd meg a masik két cstics koordinatait!

a) A(=5;2),C(7;-4),d=4v5; b) A(-5;4),C(7;-5).d=10.

20. A derékszogl haromszog egyik befogojanak csucsai: (0; 5) és (4, —3), a koré irt kor

sugara 2410 egység. Hatarozd meg a hdromszog hianyzo csucsat!

21. Egy egyenl6szart haromszog alapjanak két csticsa A(2; 5) és B(10; 1), a harmadik
csiics az x° +y° —2x—6y—90=0 egyenletii kordn talalhato.
a) Melyek a haromszdg harmadik csticsanak koordinatai?
b) Hatarozd meg a haromszog(ek) sulypontjat!
c¢) Hatarozd meg a haromszog alapjanak hosszat!

d) Mekkora a haromszog(ek) teriilete?
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T 22. Hatarozd meg, hogy mekkora teriiletii korszeleteket vag le az x* + y* =100 egyenletii
korbdl a 2y = x—10 egyenletli egyenes!

A kor érintoje
Egyes korrel kapcsolatos koordindtageometriai feladatokban bonyolult lenne visszavezetni a

megoldast az elemi geometridban megtanult ismereteinkre, ezért ilyen esetekben ezt nem is

érdemes megprobalni.

Mintapélda,

frjuk fel annak a kornek az egyenletét, amelyik érinti mindkét koordinatatengelyt, és athalad
az (1, — 8) ponton!

Megoldas:

Kiindulunk az (x—u)’ +(y-v)’ =r* koregyenletbdl N
¢

¢és abbol, hogy a keresett kor — elhelyezkedése kovet-

keztében — milyen kapcsolatok taldlhatok az ismeret-

len u, v és r kozott.

A vazlat elkészitése utan leolvashatok a kovetkez6

=V

Osszefiiggések:
, . \ <Clu; v)
u=r € v=-r (hiszen »>0,de v<0) /

Ezeket a koregyenletbe helyettesitve az az
(x=7) +(y+r) = egyenletté egyszeriisodik.
Mivel a megadott pont illeszkedik a korre, koordinatait behelyettesitve igazza valik a
kor egyenlete: (1—7)’ +(~8+r)° = 7. ebben mar csak  az ismeretlen, vagyis r-re ma-
sodfoku egyenletet kapunk. Elvégezziik a négyzetreemelést és az 6sszevonast:

1-2r+r*+64—16r+r°=r* |—r*

P =18r+65=0
18++/18*—4-65 18+8 r =13
Na = = =
’ 2 2 r,=5

A megoldasok: (x—13)" +(y+13)" =169 és (x—5)" +(y+5)" =25.
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A megoldas soran a koregyenletet egyszertisitettiik mindaddig, amig egyetlen ismeretlent tar-
talmazo6 egyenletet kaptunk. A kdvetkezdkben is ezt a modszert kovetjiik a feladatok megol-

dasa soran.

Feladatok

T 23. Ird fel annak a kornek az egyenletét, amelyik érinti mindkét koordinatatengelyt, és

athalad az a)A(8;1);  b)B(-4;2); c¢)C(-8;—9)ponton!

T 24. ird fel annak a kornek az egyenletét, amelyik athalad az (1; 2) ponton, a sugara 5 egy-
ség, és érinti az a) x tengelyt; b) y tengelyt!

T 25. Ird fel annak a kornek az egyenletét, amely athalad a (3, — 4) ponton, kdzéppontja az

y =2x egyenesre illeszkedik, és érinti az x tengelyt!

T 26. frd fel annak a kornek az egyenletét, amely athalad a (6, 2) ponton, kézéppontja az

y=2x+1 egyenesre illeszkedik, €s €rinti az x tengelyt!

Mintapélda,,
frjuk fel az (x + 3)2 + (y — 1)2 = 25 egyenletli kornek az (1, 4) pontra illeszkedd érintdjét!
Megoldas:
Jelolje P az (1, 4) pontot! Behelyettesitéssel ellendrizziik, hogy a P illeszkedik-e a korre:
(1 + 3)2 + (4 - 1)2 =16+9=25, vagyis P a korvonal egy
pontja.

A kor kdzéppontja: C(—3; 1), sugara 5 egység. Elkészit-

juk a vazlatot, berajzoljuk az érintdt, valamint az érintési 24N
S R
pontba huzott sugar vektorat (r = CP). CA : \¢

Az érinté merdleges a sugarra, ezért r az érintd normal- :

vektora. r=a’>(p1 —cipy—c,) = r(4;3).

[n(4;3) Ax + By = Ax, + By,
| P(1; 4) 4x+3y=4-1+4-3

Az érintd egyenlete e:4x+3y =16.
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Feladatok

— 27. ird fel a k kor P pontjaba hiizhato érintéjének egyenletét!
a) k:(x—2) +(y+3)° =25, P(5:1);
b) k:(x—-1) +(y—3)’ =100, P(-7;-3);
) k:ix’+y* +8x+12y-117=0, P(8;-1);

d) k:x*+y>+8x—-14y-35=0, P(4; 1).

— 28.10rd fel az x* + y* =169 egyenletii kor 5 abszcisszaji pontjaiba huzhato érintdk egyen-

letét!

i) 29. Ird fel az x* + y* =25 egyenletii kor 3x + 4y =0 egyenletii egyenessel parhuzamos

érintdinek egyenletét!

PaN

30. Hatarozd meg azx” + y*> = 16 egyenletii kornek azokat az érintéit, amelyek a

P(~10; 4) ponton haladnak keresztiil.

f 31. Hatarozd meg az (x—5)° +(y—3)’ =9 egyenletii kornek azokat az érint$it, amelyek a

P(2; —5) ponton haladnak keresztiil.
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Vegyes feladatok

— 32. Adott az (x—4)’ +(y—2)° =36 egyenletii kor.

A

34.

36.

37.

a) Dontsd el az alabbi pontokrol, hogy a kor belsé vagy kiilsé pontjai, vagy a korvo-
nalra illeszkednek-e: A(~1;1), B(7;-3), C(=2;5)!

b) Add meg a kornek azokat a pontjait, amelyek abszcisszaja 4!

33. Mekkora a sugara annak a kornek, amely az x* + y*> +14x—6y +42 =0 egyenletii kor-

rel koncentrikus, és atmegy a P(—1; 3) ponton?

Egy négyzet szemkozti cstcsai: A(—5;—-3) és C(9;5). ird fel a négyzet koré irhato

kor egyenletét!

35. Egy négyzet szomszédos csucsai: A(—3; - 2) és B(S; 0). frd fel a négyzet koré irhato

kor egyenletét! Ugyelj a megoldasok szamara!

frd fel az abran lathato kor és egyenes egyenletét, majd szamitassal hatarozd meg a

metszéspontjukat!

frd fel annak a kérnek az altaldnos egyenletét, amelynek érintéje az x = 5egyenletii

egyenes, a sugara 6 egység ¢s kdzéppontja illeszkedik az 3y + x = 8 egyenletli egye-

nesre!

38. Egy téglalap rovidebb oldalanak csucsai A(2; — 2) és B(— 2; 0). A hosszabb oldal hosz-

sza a rovidebb oldal hosszdnak masfélszerese. Hatarozd meg a téglalap koré irhatd kor

egyenletét!

39. Milyen messze van az x” + y> +8x+6y+9 =0 egyenletii kor kozéppontja a

3x+2y =8 egyenletli egyenestdl?

40. Egy deré¢kszogli haromszog egyik befogdjanak végpontjai A(— 1; — 2) és C(1; 1), a ma-

sik befogd hossza AC hosszanak haromszorosa. Ird fel a derékszogii haromszog koré

irt korének egyenletét!
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T 41. Egy derékszogii haromszog atfogojanak egyik végpontja az A(— 5; 3) pont, derékszogii
csucsa a C(4, 6). A haromszdg harmadik csucsa az x tengelyen van. Hatdrozd meg a

haromszog koré irhato kor egyenletét!

42. Egy kor egyenlete x” + y° +6x+8y +18,75=0. Adott egy négyzet két szomszédos
csucsa: A(-8; —5) és B(-3; 6), és a négyzetnek van olyan pontja, amely az I
siknegyedben taldlhatd. Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik a

négyzetnek és a kornek is felezi a tertiletét!

2
=—x-2.
773

& 43. A derékszogli haromszog egyik befogojanak csucsai: (2; 5) és (4, —1), az atfogoja

7130 egység. Hatarozd meg a haromszog hianyz6 csucsanak koordinatait!

™7 44. Egy haromszog csticsai A(-3;9), B(5; —7), C(11; 11). ird fel a haromszog koré irhato

kor egyenletét!

77 45. Egy szamitogép monitoran olyan kort akarunk abrazolni, amely harom adott ponton

halad keresztiil. A pontok koordinatai: A(542;384), B(611; 651), C(905; 483). Hata-

rozd meg a harom ponton athaladé kor egyenletét! A monitoron a koordinata-rendszer

kezdOpontjat a bal als6 sarokhoz rogzitjik.

o 46. A PORS négyszog csucsai: P(3;—1), O(1; 3), R(—6; 2) és S(—5; —5). Igaz-e, hogy a

PQORS négyszog hurnégyszog?

T 47. Ird fel annak a kornek az egyenletét, amely az e: y +2x = —1 egyenest az E (— 2; 3)

pontban érinti, és sugara 45 egység!

T 48.10rd fel az x* + y> +12x+16y =0 egyenletii kor —2 ordinataju pontjaiba hiizhaté érin-

tok egyenletét!
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49. Ird fel az x* + y* —8x—4y—5 =0 egyenletii kdrnek azokat az érintéit, amelyek parhu-

50.

4
zamosak az e: y = gx egyenessel!

frd fel az x* + y* —8x+ 6y — 75 = 0 egyenletii kornek azokat az érintéit, amelyek merd-

legesek a 3y + 4x = 0 egyenesre!

— 51. Egy kor sugaranak hossza 4, kozéppontja a (=3; 5) pont. Ird fel a kor egyenletét!

T 52. Adott a sikon az x* + y* +2x — 2y — 47 = Oegyenletii kor.

a) Allapitsd meg, hogy az A (7; 7) pont illeszkedik-e a korre!

b) Hatarozd meg a kor kdzéppontjanak koordinatait és a kor sugarat!

c) Legyenek 4 (7; 7) és B (0; 0) egy egyenld szarti haromszog alapjanak végpontjai.
A héaromszdg C cslicsa rajta van az x° +y° +2x—2y—47 =0 egyenletli koron.

Szamitsd ki a C csucs koordinatait!

53. Tekintsiik a koordinata-rendszerben adott 4(6,; 9), B(— 5, 4) és C(— 2, 1) pontokat!

54.

5sS.

a) Mekkora az AC szakasz hossza?
b) ird fel az AB oldalegyenes egyenletét!
c) Igazold (szadmitéssal), hogy az ABC haromszog C cstcsanal derékszog van!

d) frd fel az ABC haromszog koriilirt korének egyenletét!

Egy négyzet oldalegyenesei a koordinatatengelyek és az x=1, valamint az y=1

egyenletli egyenesek.

a) Abrazold derékszogli koordinata-rendszerben a négyzetet, és add meg cstcsainak
koordinatait!

b) ird fel a négyzet koré irhat6 kor egyenletét!

¢) Allapitsd meg, hogy a négyzet keriilete hany szazaléka a kor keriiletének?

d) Az y=—4x+2 egyenletli egyenes a négyzetet két részre bontja. Szamitsd ki e ré-

szek teriiletének aranyat!

frd fel annak a két egyenesnek az egyenletét, amelyek parhuzamosak a 3x—4y =0

egyenletli egyenessel, és érintik az x* +y° —2x+4y—20=0 egyenletii kort!



46 MATEMATIKA ,A” ¢ 11. EVFOLYAM TANULOK KONYVE

Kislexikon

Az origé kozépponti, r sugari kor egyenlete: x* + y° =77,
2

A C(u; v) kozépponti, r sugaru kor egyenlete: (x—u)2 + (y —v)2 =r".

A kor altalanos egyenlete: Ax” + Ay” + Bx+Cy+D=0,ahol 4#0.



