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I. Ismétlés
Mintapélda,

a) Szamitsuk ki a koordinata-rendszerbe
VA

berajzolt sikidomok kertiletét és teriiletét! —

b) Mekkorak a B haromszog szogei?
A
c¢) Mekkorak a C haromszog szogei?
d) Ha a B haromszoget eltoljuk a (— 4; 2) w1 -

vektorral, mik lesznek az 0j haromszog

X

csucsainak koordinatai?
Megoldas:

a) T,=16+n~19]1; T, =4; T. =6 (kétféle megoldas: T = a-zm ’ R

vagy téglalap teriiletébdl kivonjuk két derékszogii haromszog te- R
riiletét).
K, =10+21~163, K, =6+245~105, 0

K. =4+10+3J2~114.
(A haromszogek nem tengelyekkel parhuzamos oldalait Pitagorasz-tétellel szamitjuk
ki.)

b) tangens szogfliggvénnyel: 63,4°, 90°¢s 26,6°.

c) tangens szogfliggvénnyel: 63,4°, 45° és 71,6°. (PP’Q ¢és PP’R haromszogbdl.)

d) (15 3), 3;3), (2 7).

Az irdnyitott szakaszt vektornak nevezziik. A fizikaban tobb vektormennyiséget megismer-

tiink: elmozdulds, sebesség, gyorsulas, erd stb.

A vektorok kezdOpontjukkal és végpontjukkal kijelolnek egy irdnyt és egy tavolsagot. A ta-
volsagot a vektor hosszanak vagy abszolutértékének nevezziik, ¢s mindig valamilyen hosz-

szusagegységhez viszonyitjuk.

A vektorok egyenlésége és azonossaga kiilonbozd fogalmak. Két vektor azonos, ha kezd6-
pontjaik és végpontjaik paronként megegyeznek, jelolés: a = b. Egy adott vektorral azonos
vektor a sikon vagy a térben ugyanott helyezkedik el. Ezzel szemben egy adott vektorral

egyenld vektort a sik vagy tér barmely pontjabdl felmérhetiink, igy egy adott vektorral egyen-
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16 vektorbdl végtelen sok van. Két vektor egyenld, ha hosszuk és irdnyuk megegyezik (vagyis

egyeneseik parhuzamosak ¢€s iranyitasuk azonos).

Az édbra jeloléseivel: B

a=b b ”J: / /
- ‘ b
AB = a A X

. A

Egységvektor (e): egységnyi hosszisagu vektor: | e | = 1.
Nullvektor (0): 0 hossziisagu vektor. Definicidja: olyan vektor, amelynek megegyezik a kez-

dépontja és a végpontja. Iranyat tetszolegesnek tekintjiik.

v

Az a vektor ellentettjének nevezziik azt a vektort, amelyik vele egyenld a

abszolutértéki, vele parhuzamos, de ellentétes iranyu. Jelolése: —a .

-d

Ha egy vektor a koordinata-rendszer kezdépontjabol indul ki, azt helyvektornak nevezziik. A

nem origd kezd6ponti vektorok a szabad vektorok.

Mintapélda,

Szamitsuk ki az abran lathat6 vektorok abszolutértékét! Y

Megoldas: P
A koordinata-rendszer derékszogli négyzetracsa és a et

Pitagorasz-tétel segitségével végezziik a szamitast:
Ib|=+/3%+22 =13 3,6 egység. :

Hasonléan szamitva: [a|=+/5" +2° =4/29 = 5,4 egység.

“y

Feladatok

- 1. Keress egyenld, ellentett és azonos vektorokat a kockén és a szabalyos hatszogon!

H
a
4R

(s
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= 2. Keress az dbran egyenld, egyenld abszolutértéki, illetve ellentett vektorokat!

\W/ \/\

\ / ,«\ 7 /

Vektormiiveletek
Két vektor 0sszegét kétféle modszer szerint szerkeszthetjiik meg:

a) haromszog modszer: az a végpontjabol mérjiik fel a b vektort; ekkor az a + b vektor az

a kezddépontjabol a b végpontjaba mutat.
b) paralelogramma modszer: ha a és b nem parhuzamosak, akkor az a és b vektorokat
k6zo6s kezdépontbol mérjiik fel, kiegészitjiik paralelogrammava; ekkor az a + b vektor

a paralelogramma ko6z6s kezddpontbol kiindulo 4tlé vektora.

v v
d b a
< < ____a+b
arh - ® R
b
4
b L
v
a _
d
Tobb vektor 6sszeadasadnal hasznalhat6 a lancszabaly:
»
— -
atb+c+td s

Egy a vektor és a nullvektor dsszege az a vektorral egyenld: a+0= a.
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A vektorok 0sszeadéasa a szamokkal végzett §sszeaddshoz hasonloan kommutativ
(felcserélhetd) és asszociativ (csoportosithatd) miivelet:

atb=b+aésatb+c=(at+b)+c=a+(b+c)

A vektorok 0sszeadasanak ellentett miivelete a vektorok kivondsa. Az a és b vektorok kii-
lonbségét ugy képezziik, hogy kozds kezddpontbdl mérjiik fel dket. A végpontjaikat sszeko-
t0, a végpontja felé mutatd vektor az a — b vektor. Az a — b vektort ugy is megszerkeszthet-

jiik, hogy az a vektorhoz hozzaadjuk b ellentett vektorat (— b vektort).

a N\
' \ \ b

A vektorok kivondsara a szamok kivondsahoz hasonléan nem teljesiil sem a kommutativitas,

sem az asszociativitas.

A vektorok nyujtasara €s zsugoritasara a szammal (skaldrral) torténd szorzast hasznaljuk.

Az ébran az a, b és ¢ vektorok kozott osszefliggések allapithatok A ,—-/ /
/
meg: a /b /
b=-a ellentett vektorok, irhatjuk ugy is, hogy b =—1-a; "/
c¢c=2b, valamint "4

c=2(-a)=-2a.

Tovabbi példak vektorok ' 4

, J y . 2a
szammal vald szorzasara:

“

vagy ia

SR

a |
g e NGy o8 . l

Az a vektor k-szorosa (keR, vagyis k egy valos szam) az a vektor, amely-

nek hossza |k|-|a|, iranya pedig k>0 esetén a iranyaval megegyezd, k<0

esetén a iranyaval ellentétes, k=0 esetén pedig nullvektort kapunk.
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1-nél nagyobb abszolutértékii szammal megszorozva a vektort a hossza novekszik (nyujtas).
Ha a szam abszolutértéke 0 és 1 koz¢ esik, akkor a vektort vele megszorozva a vektor hossza
csokken (zsugoritas). A csupan szorzdtényezdjiikben kiillonbozd vektorokat egynemiieknek

tekintjiik, igy azok 6sszevonhatok: példaul a + 2a = 3a.

A vektorok Osszeaddsat és szammal valo szorzasat hasznaljuk egy vektor dsszetevokre bonta-
sakor is. Ez a koordinata-rendszerben egyszerii, mert az x és y tengely egységvektorai (i és j)

jelolik ki azokat az 6sszetevOket, amelyekre a vektorokat bontjuk.
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1. Vektorkoordinatak, vektormiiveletek

Mintapélda;
Bontsuk fel az dbran szerepld vektorokat az i és j egységvektorok segitségével olyan Osszete-

vokre, amelyek az x és y tengellyel parhuzamosak!

Megoldas:
Az ébra helyvektorat felbonthatjuk egy —2i és egy 4j VA
nagysagu vektor dsszegére: b = -2i + 4j. 4

Hasonloan irhat6 fel a szabad vektor is: a = 3i + (-2j), r6-

. R, 4
viden a = 3i — 2j.

i -
+ L

2i i!

= J

Ha a koordinata-rendszerben egy vektort az i és a j vektorok segitségével bontunk fel, akkor
megkapjuk a vektor linearis kombinaciéjat, a v=v, - i+ v, - j alaka felirast. A v, és v, sza-

mokat, vagyis i és j vektorok szorzoit a v vektor koordinatainak nevezzik: v (v;; v»).

A mintapéldéban az a vektor elsé koordinatdja 3, masodik —2, amit igy jeloliink: a (3; —2).

b koordinatai: b (-2; —4).

Megjegyzés: A pontok és vektorok koordinatdit rendezett szamparnak is nevezik.
Azért ,rendezett”, mert ezeket nem cserélhetjiik fel: az 1. koordinata az x, a 2. ko-
ordinata az y tengely iranyaban mért tavolsagokat jelentik. Térben sziikség van még
egy koordinatara, ezért rendezett szamharmasrdl beszéliink. Ekkor a z tengelyhez
kapcsolodik a vektor 3. koordinataja. Helyvektor esetén a vektorkoordinatdk meg-

egyeznek a végpont koordinataival.

Mintapélda,

Adott egy négyszog négy csucsa: A(—4; —1), B(-2;4), C(2;4), D(2;-3).

a) Hatarozzuk meg az oldalak vektorait!

b) Keressiink kapcsolatot a vektorkoordinatak és a végpontok koordinatai kozott! Egészitsiik

ki a mondatot a megadott szavak felhasznalasaval (kotoszavakat, néveldket pétolhatsz)!
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megfelelé | kezdopont végpont | kivonjuk = koordinataibol koordinatait

Adottak egy vektor kezd6pontjanak és végpontjanak koordinatai. A vektor koordinatait

megkapjuk, ha ... ..o

c¢) Szamitsuk ki az AB vektor hosszat, és az A és C pontok tavolsagat!

Megoldas: B 4
. . —bC
a) Leolvassuk az oldalvektorok koordinatait:
AB (2:5), BC (4;0), CD (0;~7), DA(~62).
|
b) A vektor koordinatait megkapjuk, ha a végpont koordinata- / : >
ibol kivonjuk a kezdépont megfeleld koordinatait. A~
c) Az AB (2;5) koordinataibol szamitjuk ki a hosszat, egy de- -
rékszogli haromszog segitségével:
g g Segitscg B B "
| AB|=2> +5% =29 ~ 5,4 egység, amit mé- / HI /
réssel ellendrizhetiink. ; N ' i
A/' [ 1 ? A/< E/ T
Az A(—4; —1) és C(2; 4) pontok tavolsaganak
meghatarozasahoz szintén derékszogli harom- D D

szoget hasznalunk, amelynek oldalai: 6 és 5 egység, igy a tavolsag /61 ~7,8 egy-

ség.

Ha adott a vektor kezddpontja: 4 (ai; a) és végpontja: B (by; b,), akkor a vektor koordinatait

ugy kapjuk meg, hogy a végpont koordinataibol kivonjuk a kezdépont megteleld koordinatait.

lA(al;az),B(bl;bz) = AB(b1—al;b2—a2) |

A kezddépontjaval és végpontjaval megadott vektor hosszat a megfeleld koordinatak kiilonb-

ségébdl szamitjuk ki ugyanugy, mint a két pont tavolsagat:

A(ar; @), B(bi;by) = |AB|= \/(b—a,)* +(b, —a,)’

A koordinataival megadott vektor hosszat a koordinatak négyzetdsszegének négyzetgyoke

a(a;a) = |a\=w/a12+a22

adja:
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Mintapélda;
Adott két vektor, a (5; 3) és b (6; —4). Rajzoljuk meg a kovetkezd vektorokat, és hatarozzuk
meg a koordinataikat:a) a + b; b)a—b; c) 2a; d)—0,5b.
Megoldas: “'S‘I\
a)at+b(11;-1);
b)a—b (-1;7);
c) 2a (10; 6);

d) - 0,5b (-3; 2). <

a+bh

a-b

e) Keressiink Osszefliggéseket, és egészitsd ki a hianyz6é mondatokat! Tegylik a helyiikre a

megadott szavakat! Kotoszavakat, néveldket potolhatunk!

vektor | megfeleld | koordinatikat & -val K Osszeadodnak  ~ megfeleld |

koordinatdk | egymasbol|  szorzodnak ~— Kivonjuk | koordinatdi

Két vektor 6sszeadasakor ...

Két vektor kivondsakor ...

Ha egy vektort megszorzunk egy k szammal, akkor ...
Megoldas:

Két vektor 0sszeadasakor a megfeleld koordinatak 6sszeadddnak.

l a(a; az),b(bi;02) = a+b(ai+by;a+by) '

Két vektor kivonasakor a megfeleld koordinatakat kivonjuk egymasbol.

l a(a;;a),b(by;00) = a—-b(ai—bi;a2—by) '

Ha egy vektort megszorzunk egy k szammal, akkor a vektor koordinatai is k-val szorzédnak.

la(al;az),keR = kraltk-ak ar) |
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Mintapéldag
Forgassuk el a b(—6; 4) vektort 90°-kal a kezdépontja koriil mindkét irdnyba, és olvassuk le a

keletkezett vektorok koordinatait! v

(4, 6)
Megoldas: \ b (-6: 4

\ 90°
Az eredmény: (4; 6) és (—4; —6).

90°

(— 4, - 6)

Altaléban is igaz, hogy ha egy vektort 90°-kal elforgatunk, akkor a koordinatai felcseréldd-
nek, és az egyik (de csak az egyik!) elgjelet valt.

l a (@ a) —2% 5 (a2 —ay), illetve (—as; ay) '

+90°-o0s forgatasnal (—ay; a;), —90°-o0s forgatasnal (a,; —a;) vektort kapunk.

Mintapélda,
a) Hatdrozzuk meg annak a vektornak a koordinatait, amelyik az a(—6; —3) vektorra merdle-
ges, ¢és hossza az a hosszdnak a fele!
b) Hatarozzuk meg annak a vektornak a koordinatait, amelyik az a(—6; —3) vektorra meréle-
ges, ¢s y koordinataja —2!
Megoldas: e
a) Két ilyen vektor is van, ui. az a-t 90°-kal elforgatva két vek-
tort kapunk: (3; —6) és (-3; 6). Fele akkora vektort a 0,5-tel
val6 szorzas eredményez, igy a keresett vektorok: (1,5; —3)
és (—1,5; 3). 5%

b) Keressiik azt az (x; —2) vektort, amelyik parhuzamos a *~

(3; —6) vektorral. A masodik koordinatdkat 6sszevetve latha-

to, hogy a (3; —6) vektort harmadara kell zsugoritani, igy a

keresett vektor: (1; —2). Szerkesztéssel ellendrizziik!
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Mintapéldag

Adott az a(12; 8) és a b(-3; 5) vektor. Melyek a d vektor koordinatai, ha az %+4d—b vek-

tormiivelet eredménye nullvektor?
Megoldas:

A vektormuveleteket koordinatanként végezziik. A megfeleld koordinatak 6sszege nulla,

igy %+ 4d, - b, =0, behelyettesitve: %+ 4d, +3=0, ahonnan d, = —%. Hasonlodan a
masodik koordinatakra: %+ 4d, —b, =0, ahonnan 8 +4d,-5=0,d, = %

A keresett vektor: d —2; l .
44

Feladatok

=7 3. Egy régi hegesztégép csak sokszogeket képes vagni, és vektorokkal kell megadni, hogy
a vagés soran mi legyen a kovetkezé mozgas. Ird le, hogy milyen vektorsorozattal irhatd

le az 4bran lathat6 sikidomok vagasa!

a) b) c) d)
VA /"\ ¥y .lt VA VA

ER
=% /
/
3
o g

-v

N J X i = X Z T TN
> i J/ \
\ > 4 . ! \

= 4. A monitoron a koordinata-rendszer kezdSpontja a képernyd bal also sarka. A rajzolo
tekndc helyzete 4(140; 220).
a) Hova keriil a tekndc, ha (100; —80) képpontvektorral elmozdul a képernyon?
b) Hatarozd meg az j pontba mutat6 helyvektort!

7 5. A képernyd méretei a monitoron: 32 cm széles, és 24 cm magas, a monitor felbontésa:
1024 x 768 képpont, a koordinata-rendszer kezd6pontja a bal als6 sarokban van. Gizi
hazott egy szakaszt, amelynek kezddpontja (358; 690), végpontja (870; 340).

a) Hany képpont a vonal hossza?



156 MATEMATIKA ,A” ¢ 11. EVFOLYAM TANULOK KONYVE

b) Az egér mozgatasaval a teljes képernydt 4,5 cm oldala, négyzet alaku tertiletekkel

lehet bekeretezni. Mennyi utat tett meg Gizi egere, mialatt a vonalat megrajzolta?

— 6. Adott: a(-2; 4) és b(4; 4). Szamitsd ki a kovetkezd vektormiiveletek eredményét, és
abrazold a megoldast a koordinata-rendszerben! Hatdrozd meg az eredményvektorok

hosszat is!

a) a—2b; b) h+2a; c) 3a—2; d) 2a+b.
2 2 4

7. Adott: a(2; —3) és b(4; 1). Szamitsd ki a kovetkezd vektormiiveletek eredményét, és

abrazold a megoldast a koordinata-rendszerben! Hatdrozd meg az eredményvektorok

hosszat is! a)a+ 2b —2a; b) %a—3b +%b +§a; c) Sa—(4b—a).

8. Adottak: a (10; 3), b (15; =5) és ¢ (—4; —8). Melyek a d vektor koordinatai, ha a meg-

adott vektorok 6sszege nullvektor?
a)a+tb+c+d; b)2a—-b-d+¢; c) %c—2a+4d+%;

a+2d

d) -2b+c.

9. Rajzold meg az AB vektort, ha 4(2; 3) és B(5; —1)! Rajzolj olyan vektorokat, amelyek

egyenldek AB -vel és kezdépontjuk
a) C(3; 1); b) D(0; -2); ¢) E(-1;-4).

=7 10. Hatarozd meg annak a téglalapnak az oldalvektorait, amelynek egyik oldala kétszer

akkora, mint a masik, ¢és az egyik oldal csucsai (3; 3) és (1; 6)!

=7 11. Hatarozd meg a (3; 4) vektorral parhuzamos egységvektor koordinatait!

ft 12. Melyik az a vektor, amelyik az (5, 12) vektorra merdleges, €s hossza 20 egység!
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Vektor felmérése adott pontbol
Mintapélda,
Egy paralelogramma cstcsai: A(—3; 4), B( 1; 6); C(0; 3), D(—4; 1).
a) Hatarozzuk meg az AB és a CD oldalvektorokat!
b) Milyen 0sszefliggés van a paralelogramma szemkdzti oldalainak vektorai kozott?
c) Egy, az ABCD paralelogrammaval egybevago paralelogramma egyik csucsa D’(0;—2). Ha-

tarozzuk meg a masik harom csucs koordinatait!
Megoldas:

a) Mindkettd (4; 2) vagy (-4; —2).

Va 2]

b) A szemkozti oldalvektorok egyenléek vagy ellentettek.

c) D’-bdl felmérjiik a E‘l(l; 3) vektort, és leolvassuk a

=Y

végpont koordinatait: 4’ (1; 1).
D’-bol felmérjiik a DC (4; 2) vektort, és leolvassuk a
végpont koordinatait: C* (4; 0).
A’-bol felmérjiik a DC (4; 2) vektort, és leolvassuk a
végpont koordinatait: B’ (5; 3).

Es még harom masik

1y

megoldast is talalunk!

Az eldbbi példaban tobbszor eléfordult, hogy a vektort egy adott pontbol kell felmérni, és a

végpont koordinatait keressiik. Példaul:

D’ (0;-2) D’ (0;-2) A (1; 1)

DA (1 3) DC (4;2) DC (4;2)
A (1; 1) C’ (4;,0) B’ (5;3)

Korabban mar volt sz6 arrdl, hogy a vektor koordinatait ugy kapjuk, hogy a végpont koordi-

nataibol kivonjuk a kezdépont koordinatait.

Ha adott egy vektor és a kezddpontja, akkor a végpontjanak koordinatait ugy kapjuk, hogy

Osszeadjuk a vektor és a kezdépont megfeleld koordinatait.

— A (ai; a2)
A(a; @), AB(x;y) = B(aitxa+y) AB (x;9)

B(ai+x;ax+y)
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Mintapélda;,

Adott a koordinata-rendszerben egy négyszog, amelynek csucsai: A(1; 5), B(7; 1), C(7; 5),
D(4; 7).

a) Bizonyitsuk be, hogy a négyszog trapéz!

b) Dontsiik el, hogy szimmetrikus-e a trapéz vagy nem? Dontésiinket igazoljuk szdmitassal!

c¢) Hatarozzuk meg a négyszog teriiletét!
Megoldas:

a) Megvizsgaljuk az oldalvektorokat. Amennyiben két ; ,,
Emlékeztetd:
vektor parhuzamos, akkor egymas szamszorosai,

k~a(a1,a2):>(k-a1,k~ag)

vagyis a megfeleld koordinatak hanyadosa egyen-

16.

Az é4bra alapjan a szoba johet két vektor AB és DC , ' }
koordinataik: ~ \ (
AB = (b; — az; b — a») = (6; —4), valamint

DC = (c;—dp; c:—d>) = (3; -2).

|
g=2 €s ;;=2, vagyis E=2~R, tehat van két 0

=v

parhuzamos oldal, a négyszog trapéz.

b) A trapéz csak akkor lehet szimmetrikus, ha szarainak hossza egyenld, ezért kiszamit-

juk az AD és BC tavolsagokat:

AD =[(d, —a,)* +(d, —a,)* =+/37 +2* =+/13 egység és BC = 4 egység, a szarak

hossza nem egyenld, a trapéz nem szimmetrikus.

L

c) A teriilet kiszamitasdhoz segitségiil hivjuk a négyzetra- —"; D
csot: téglalap alakt keretbe foglaljuk a négyszoget, és a 27 \
téglalap teriiletébdl kivonjuk a derékszdgii haromszogek  (

teruletét.

T:62—(2-%+4—é6j:18egység. !

“y
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Feladatok

T 13. Egy paralelogramma harom csticsanak koordinatai:
a) A(=3; -2), B(4; 0), C(6; 3); b) A(-1; 6), B(7; 2), C(3; -2);
¢) A(5; —4), B(-1; 4), C(2; 8); d) 4(0; -5), B(0; 3), C(2; 0).

Hatarozd meg a paralelogramma negyedik csticsanak koordinatait!

T 14. Egy paralelogramma harom cstcsanak koordinatai: (3; 1), (2; 4) és (-2; 1). Hatarozd

meg a negyedik csucs koordinatait! Figyelj a megoldasok szamara is!

715, Hatdrozd meg a négyzet hianyzo6 csucsainak koordinatait, ha két szomszédos csucsanak
koordinatai:

a) 4(0; 0), B(5; 0); b) A(3; 0), B(1; -5); c) A(1; 6), B(3; 0).

=7 16. Egy négyzet atloinak metszéspontja a K(-2; 2) pont, egyik cstcsanak koordinatai:

A(1; 2). Hatarozd meg a tovabbi csticsok koordinatait!

=7 17. Egy téglalap egyik oldala haromszor olyan hossz(i, mint a masik. A révidebb oldal két

végpontja: (0; —1) és (—2; 2). Hatdrozd meg a téglalap tovabbi csticsainak koordinatait!

T 18. Egy négyzet atloinak metszéspontja a K(1; —1) pont, egyik oldalfelez6 pontja az

F(5;-3). Hatarozd meg a négyzet csucsainak koordinatait, teriiletét és kertiletét!

19. Egy négyzet atléinak metszéspontja a K(—1; 0) pont, egyik oldalvektora az a (—6; 2)

vektor. Melyek a négyzet csucsainak koordinatai?

i) 20. Egy téglalap atldéinak metszéspontja a K(1; 2) pont, és az egyik hosszabb oldalanak
felezépontjaba mutatd vektor koordinatai: a(0,5; 1,5). Hatarozd meg a téglalap csticsa-

inak koordinatait, ha egyik oldala haromszor olyan hosszl, mint a mésik oldala!

T 21. Egy deltoid 4atloinak metszéspontja a K(2; 2) pont, amely a hosszabb 4tl6 egyik harma-
dold pontjaban taldlhatd. A rovidebb atlo hosszanak masfélszerese a nagyobb atlo
hossza, €s a rovidebb atlo egyik végpontja az A(0; 5) pont. Hatarozzuk meg a deltoid

tobbi csucsat!
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I1l. Vektorok skalaris szorzata

A fizikaban a vektormennyiségekbdl szamokat is képezhetiink. Jellemz6 példa erre a munka
(W). Ha egy szankot huzunk, akkor az F huzoerd gyorsitasra forditott munkéja annal na-

gyobb, minél kisebb szdget zar be a kotél a talajjal:
W= 0 W! > 0 WI < W.’! szlxlm-.'l!ls = F-S

Az F erd altal végzett munka fligg:
e az F erd nagysagatol (F),
e az elmozdulas nagysagatol (s), valamint

o az erdvektor (F) és az elmozdulasvektor (s) altal bezart szogtol.

A munka skalarmennyiség (szam), mig az elmozdulés és az erd vektormennyiségek. A két

vektormennyiségbdl azok skalaris szorzata adja a munkat: W=F - s

A vektorok skalaris szorzata fiigg a vektorok hosszatol és hajlasszogiiktol.

a és b vektorok skalarszorzata: a " b = |a| ‘|b|'cos a,

ahol o a két vektor altal bezart szog (hajlasszoguk).

i a = 180°

0°< a < 180°
gy mar érthetd, hogy ha egy erd az elmozdulasra meréleges (oo = 90°), akkor az miért nem
végez munkat (cos a = 0). Igazolhato, hogy két vektor skalaris szorzata akkor €s csak akkor

nulla, ha merélegesek egymasra.

Ha az egyik vektor egységvektor, akkor a skalaris szorzat a

Y

masik vektornak az egységvektor egyenesére esé merdleges €

s . . a-e
vetiiletének eldjeles hosszaval egyenld.



5. modul: VEKTOROK 161

Ha a két vektor parhuzamos, o = 0° miatt cos o = 1, igy a skalaris szorzat a két vektor hosz-

szanak szorzata. Egy vektor dnmagéval valo skalaris szorzata a vektor hosszanak a négyzeté-

vel egyenlé: a’=a-a=|a|-|a|-1=|a|*, ahonnan |a|=+a’ .

A vektorok skalaris szorzasanak néhany tulajdonsagat feladatokban is gyakran alkalmazzuk:

a-b=>b - a(kommutativitds) ésa - (b +c¢)=a-b + a - ¢ (disztributivitas).

A skaléris szorzat kifejezhetd a vektorkoordinatakkal is: a-b=a,-b +a,-b,

a-b=|a|-|b|-cosa=a; b +ay b;.

Két vektor akkor és csak akkor merdleges egymadsra, ha a skalaris szorzatuk értéke nulla:

a, b +a,-b,=0.
A koordinata-rendszer bazisvektoraira érvényes 6sszefiiggések: i =j> =1, ési- j=0.

Mintapélda;,

Hatéarozzuk meg az a(—1; 5) és a b(6; 3) vektorok skaldris szorzatat és hajlasszogét!
Megoldas:
A koordinatakbol: a-b=(-1)-6+5-3=9.

A hajlasszog meghatarozasahoz kiszamitjuk a vektorok hosszat: |a|= w/alz + az2 =+/26

¢és |b|= 1/b12 + 1322 =445 A hajlasszoget kifejezziik a skalaris szorzatbol:
a-b

9
al-b| /26445

Megjegyzés: A hajlasszog a skaldris szorzat alkalmazéasa nélkiil is meghatarozhato,

cosa = ahonnan a hajlasszog 74,7°.

szOgfliggvények és a négyzetracs segitségével.
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Feladatok

= 22. Hatdrozd meg a kdvetkez6 vektorok skalaris szorzatat!
a) A vektorok hossza 6, illetve 7 egység, kozbezart szogiik 60°.
b) A vektorok hossza 4, illetve 10 egység, kozbezart szogilik 120°.
c)a(5;3)¢ésb(-2;7).
dya=4i+5jésb=-9j+4i.
e)a=3i+12jésb=—4i+j.

=7 23. Az ABC szabalyos haromszog oldala 6 cm. F-fel jeloljiik a BC oldal felezpontjat.

Hatarozd meg az alabbi skalaris szorzatok értékét:

a)E-A_C:; b)ﬂi?é; c)ﬁ’~ﬁ’; d)E4~ﬁ.

24. Az ABCD négyzet oldala 5 egység hosszu. A BC oldal felezOpontjat F jeloli és a BF
szakasz felezOpontjat P. A négyzet kozéppontja K. Hatarozd meg az aladbbi skalaris

szorzatok értékét:
a) EE, b) EFé, c) E@, d) Eﬁ,
e)ﬂ-@; f)ﬁlﬁ; g) KP-KF .

25. Hatarozd meg az a és b vektor hajlasszogét, ha
a) a(12; 4) és b(4; 12); b) a( 4, 5) és b( -8; -10);
c) a(2;5) és b(6; —4); d) a(=8; 3) és b(-3; -5).

26. Valaszd ki, hogy mely vektorok €s hajlasszogek nem tartoznak ossze!
a) 3(2, 3)> b(_3a 8)9 68320; b) a(_4a 5): b(_69 3)> 77590;
c)a(-7;-2), b(8; 3), 175,4°; d) a(2; 5), b(-7; -5), 153°.

=7 27. Egészitsd ki a mondatokat:

Ha két vektor skalaris szorzata negativ, a két vektor hajlasszoge ....

A skalaris szorzat abszolutértéke legfeljebb ...
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=7 28. Hatarozd meg y értékét tigy, hogy a (3; 8) és a (—2; ) vektorok merdlegesek legyenek

egymasra!

=7 29. Hatarozd meg az ABC haromszog szdgeit, ha A(-3; 2), B(4; 4), C(1; -3).

77 30. Hatarozd meg az ABCD négyszog szdgeit, ha A(-2; 4), B(2; 2), C(—1; -3), D(—4; 0).

aN

31. A skalaris szorzat definicidja alapjan dontsd el, hogy a skaldris szorzas kommutativ,

illetve asszociativ muvelet-e?
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IV. Osztopontok, sulypont koordinatai

Felezopont koordinatai

Mintapélda,,
a) Olvassuk le a végpontjaikkal megadott szakaszok felezépontjanak koordinatait a szakaszok
felrajzolasa utan! Ha kell, szerkessziik meg a felezépontot!
A(0;0), B(10;5);  P(=8;—4),0(6,10);  R(-7;2),85(4;-3);  C(2;8),D(7;2).
b) Fogalmazzunk meg szabalyt, amelyik a felezOpont koordinatai €s a szakasz végpontjainak

koordinatai kozotti kapcsolatot irja le!

Megoldas:
VA Y VA
" C
g
R -
1 1 D
Al 1 .'\: 1 ?
. ) ‘S‘
P

A felezépontok rendre: F(5; 2,5); G(—1; 3); H(-1,5; -0,5); J(4,5; 5).

Adottak a szakasz két végpontjanak koordinatai. Ekkor a felez6pont koordinatait

ugy kapjuk, hogy a végpontok megfelel6 koordinatainak 6sszegét 2-vel osztjuk.

Megjegyzés: A felezopont koordinatai a végpontok megfeleld koordindtainak szdmtani

kozepe.

L

Az F felezépont koordinatai megegyeznek a hozza vezeté f 1
helyvektor koordinataival. igy F meghatarozasahoz elegendd

a szakasz végpontjaiba mutato a és b helyvektorokkal kife-

jezni az f vektort. >
Az abrarol leolvashato, hogy f =a+ b-: ; a_a ‘; b . f
B
b
A(as; az), B(b;; by) = F(a]Terl; a, ersz -
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Feladatok

T 32. Az 4 pontba mutaté helyvektor a, b pedig a B pontba mutatd helyvektor. Hatarozd
meg az AB szakasz felezOpontjaba mutatd f helyvektor koordinatait!
a) a(5; 1), b(3; 9); b) a(=3; 1), b(3; -5);
¢) a(-6; -3), b(5; -3); d) a(5; =7), b(-9; -2).

— 33. Egy szakasz felezOpontja F, egyik végpontja az 4 pont. Hatdrozd meg a szakasz masik
végpontjat, ha a) F(-0,5;0,5) és A(2; 4); b) A(—6; 1) és F(4; 1);
c) A(-2;4) és F(1; 1); d) A(-3; 1) és F(1; 1).

— 34. Adottak egy haromszdg csticsainak koordinatai: A(—6; —3), B(4; 1), C(0; 5). Hatarozd

meg a kozépvonalak haromszogének csucspontjait!

— 35. Adottak egy hdromszdg oldalfelezd pontjai: P(—6; —3), O(4; 1), R(0; 5). Hatarozd meg

a haromszog csticsainak koordinatait!

=7 36. Adott az AB szakasz két végpontja: A(0; —2) és B(3; 2). A szakaszt meghosszabbitjuk
mindkét irdnyban a sajat hosszaval. Mik lesznek az igy nyert szakasz végpontjainak

koordinatai?

7 37. Adott hat pont, amelyek egy haromszog csucsai és oldalfelezd pontjai. Dontsd el
abrazolas nélkiil, hogy melyek a csucspontok. A koordinatak: (0; 2), (1; —1), (=3; 4),
(-1;-2), 3; 0) és (-2; 1).

T 38. Hatdrozd meg a kdzépvonalak (vagyis a szemkozti oldalak felez6pontjait dsszekotd

szakaszok) vektorait, ha a négyszog csucsai: A(—1; 3), B(6, —1), C(4; -5), D(-3; —4)!

77 39. Egy paralelogramma szomszédos cstcsai: A(—2; 4) és B(6; 6), atldinak metszéspontja:

K(1; 2). Hatarozd meg a paralelogramma masik két csucsat!
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T 40. Az ABC haromszoget kétszeresére nagyitottuk egy K pontbol. A csticsok koordinatai:
A(1; 4), B(-3;2), C(-2; -2). A B csucs képe: B’(0;0). Hatarozd meg a képharomszog

masik két csucsanak koordinatait!

T'41. Hatarozd meg a négyzet hidnyzo csucsait, ha két szemkozti csucsanak koordinatai:

a) (0; 0), (6; 0); b) (3; 1), (1; -5); ¢) (1 6), (3; 0).

Osztopontok koordinatai

A szakasz felezOpontjanak meghatarozasakor a felezOpontba mutato helyvektort fejeztiik ki a
végpontokba mutatd helyvektorok segitségével. Ezt a modszert a szakasz barmely osztopont-
jénak felirasakor kovethetjlik. Vizsgaljuk meg harmadoldpontok esetén, hogyan alakulnak az

Osszefiiggések!

Mintapélda,;

A szakasz 4 végpontjaba mutato helyvektor a, B végpontjaba mutaté helyvektor b. irjuk fel a

harmadoloépontokba mutato helyvektorokat az a és b vektorokkal!

Megoldas: va
Jelolje hy az A-hoz kozelebbi, h, a mésik 2
harmadolopontba mutat6 helyvektort!

A h;y felirhat6 két vektor 6sszegeként: a

b-a 3a+b-a 2a+b

h, =a+
3 3 3

Hasonlo6an a h; helyvektorra: B

b-a 3a+2b-2a a+2b
3 3

=¥

h,=a+2-

Az A és B végpontl szakaszok harmadold pontjainak koordinatai:

’

3 3

A(aj; ag), B(b]; bz) j— Hl( s

2a13+b] .2a23+b2j & Hz[a‘ +2b, a,+2b, ]

Megjegyzés: 1. A harmadolépontok meghatarozasaval analég modon a szakaszt barmely
aranyban oszt6 pont koordinatai meghatarozhatok.
2. A harmadoldpont koordinatait a szakasz végpontjaiba mutato helyvektorok stlyozott

szamtani kozepeként kapjuk meg.
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A haromszog sulypontjanak koordinatai

A sikidomok, igy a haromszdg sulypontjanak meghatarozéasa tervezdi szempontbdl fontos
statikai feladat. A fizikdban és kapcsolodd tudomanyaiban (példaul a térinformatikdban) a
testeket altaldban a sulypontjukkal helyettesitik. A koordinatageometridban egyszert

Osszefliggeést talalunk a haromszdg csticsainak és stilypontjanak koordinatai kozott.

A haromszog sulypontjanak koordinatai a csucsok megfeleld

koordinatainak szamtani kozepei.

3

A(ar: @), Bby: bo), Clcrics) = S(“l thte 4 +b32 +02j

Megjegyzés: Az Osszefliggés levezetésének egyik modszere a sulypontba mutatd helyvektor
felirasa a cstcsokba mutatd helyvektorok segitségével. Egy masik moddszer a stlyvonal
ismeretlen végpontjat a felez6pont képletével irja fel, és azt hasznalja ki, hogy a sulypont a
sulyvonal csucshoz kézelebbi harmadold pontja. A levezetés az emelt szintli érettségi anyaga,

ezért ezen a helyen nem foglalkozunk vele.

Feladatok

=7 42. Hatarozd meg a kovetkezd, 4 és B végpontjaikkal megadott szakaszok harmadolo
pontjait!
a) A(—4; 1), B(5; 2); b) 4(=3; 3), B3,-1)

T 43. Hatarozd meg a szakasz ismeretlen végpontjanak koordinatait, ha egyik végpontja 4 és
egyik harmadol6 pontja H!
a) A(4; 0), H(1; 1);  b) A(6; -2), H(3;0).

t 44. Hatarozd meg a szakasz 0sszes negyedeld pontjat, ha végpontjai A(0; —1) és B(3; 5) !

=7 45. Hatarozd meg az ABC haromszog sulypontjanak koordinatait! A megoldast
szerkesztéssel ellendrizd!

a) A(-5; 2), B(5; 8), C(9; 4); b) A(-2; -2), B(-2; 3), C(5; 3).
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46. Forgasd el az ABC haromszdget a stlypontja koriil 90°-kal, az éramutatd jarasaval
ellentétes irdnyba! Melyek az 0j hdromszdg cslcsainak koordinatai, ha az eredeti

haromszog cstcsainak koordinatai: A(7; 2), B(-3; -3), C(5; 4)?

=7 47. Adott egy haromszog két csticsa és sulypontja. Hatirozd meg a harmadik csucs
koordinatait!

a) A(5;-7), B(2; 4), S(4; -2); b) A(5; 6), B(1; —4), S(-2; 3).

7 48. Adottak az ABC haromszodg csucsai: A(0; 5), B(7; 2), C(-5; —3). Hatarozd meg az

A cstcsbol induld sulyvonal hosszat!
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Kislexikon

Linearis kombinacié: Ha a koordinata-rendszerben egy vektort az i és a j egységvektorok
segitségével bontunk fel, akkor megkapjuk a vektor linearis kombinacidojat, a v=v;-i +
v, - j alaku felirast. v; és v, szdmokat, vagyis i és j vektorok szorzoéit a v vektor koordinatainak

nevezzik: v (v;; v,).

Vektor koordinatai: Ha adott a vektor kezdOpontja A (a;; az) és végpontja B (b;; b»), akkor
az A kezddpontbol a B végpontba mutatd vektor koordinatait ugy kapjuk, hogy a végpont

koordinataibol kivonjuk a kezdépont megfeleld koordinatait.

—

A(LZ];ag),B(b];bg) = AB(b[-Clj;bg—ag)

Két pont tavolsaga: A kezddpontjaval és végpontjaval megadott vektor hosszat a megfeleld

koordinatak kiilonbségébdl szamitjuk ki ugyanugy, mint a két pont tavolsagat:

| Aar ), Bbrb) = [AB= J(b,—a,) +(b,—a,) l

Vektor hossza: A koordinataival megadott vektor hosszat a koordinatdk négyzetdsszegének

a(a;a) = la|= w/a12+a22

négyzetgyoke adja:

Két vektor dsszeadasakor a megfeleld koordinatak 6sszeadddnak.

l a(as; az),b(b;; b)) = a+b(a;+bs;ax+by) '

Két vektor kivonasakor a megfeleld koordinatdkat kivonjuk egyméasbol.

l a(asaz),b (b b)) = a-b(a;—bj;a-by) '

Vektor szorzasa szammal: Ha egy vektort megszorzunk egy k szammal, akkor a vektor

koordinatai is k-val szorzodnak.

la(a;;ag),keR = k-a(k-a;k-ay) |
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Vektor elforgatasa 90°-kal: Ha egy vektort 90°-kal elforgatunk, akkor a koordinatéi fel-

cserélddnek, és az egyik

(de csak az egyik!) elgjelet valt.
l a(ap; az) i» (az —aj) és (—az; ar) l

+90°-os forgatasnal (—ay; a;), —90°-o0s forgatasnal (a,; —a;) vektort kapunk.

Vektor végpontjanak koordinatai: Ha adott a vektor €s a kezdOpontja, akkor a végpont

koordinatait tigy kapjuk, hogy 6sszeadjuk a vektor és a kezddpont megfeleld koordinatait.

l A (ay; ag),ﬁ(x;y) = B(a;tx;aty) ' A (ar; az)

—
AB (x;y)

B(a;+x;a:+y)

Vektorok skalaris szorzata: Az a és b vektorok skalarszorzata:a-b=|a|-| a |- cosa , ahol
o a két vektor altal bezart szog (hajlasszogiik).

Egy vektor onmagaval valo skalaris szorzata a vektor hosszanak a négyzetével egyenlo:

la|=+a’ .
A vektorok skaldris szorzasdnak miivelete kommutativ miivelet: a - b = b - a, és teljesiil a
disztributivitas:a-(b+¢)=a-b+a-c

. ;. . y y o . r 2 2 SO
A koordinata-rendszer bazisvektoraira érvényes dsszefiiggések: i" =j =1,¢ési-j=0.

Vektorok skalaris szorzata vektorkoordinatakkal kifejezve: a-b=a; - b; + a, - b,.
ab=|a|-|b|-cosa=a;-b;+tay b;.
Két vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha a skalaris szorzat értéke nulla:

a,-b+a,-b,=0.

Felezopont koordinatai: Adott a szakasz két végpontja. Ekkor a felezépont koordinatait

ugy kapjuk, hogy a végpontok megfeleld koordinatainak dsszegét 2-vel osztjuk.

A(ar; az), B(by; b)) = F(—,

a, +b, a,+b,
2 2
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Harmadolopont koordinatai: Az A4 és B végpontu szakaszok harmadolépontjainak

koordinatai:

B

3 3

A(a;; ag), B(b]; bg) - Hl( s

2a,3+b1 '2a2+sz s Hz[a] +2b, a, +2b2].

Sulypont koordinatai: A haromszog sulypontjanak koordindtdi a csticsok megfeleld

koordinatainak szamtani kdzepei.

A(a;; ag), B(b]; bg), C(C]; Cg) = S (

a,+b +c a,+b,+c,
3 3







